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Reziumeé

Biologiniai jutikliai yra prietaisai, skirti cheminéms medziagoms aptikti ir anali-
zuoti, remiantis biocheminiais procesais. Siekiant atlikti méginiy analizg prakti-
koje, reikia spresti atvirkstinj uzdavinj — i§ biologinio jutiklio atsako nustatyti ti-
riamojo méginio komponenty koncentracijas. Sis uzdavinys yra sudétingas dél
blogo jo salygotumo, su kuriuo susiduriama tiriant realy signala, kurj veikia jvai-
rus triukSmai, pavyzdziui, elektrinis triukSmas. Dél to sumazéja nustatomy kon-
centracijy tikslumas. Disertacijoje nagrinéjami metodai, skirti §iy sprendiniy tiks-
lumui gerinti. Kadangi biologiniai jutikliai naudojami jvairiose srityse, tokiose
kaip aplinkosauga, maisto analizé ir medicina, kurios turi didele jtakg Zmogaus ir
visuomenés gyvenimo kokybei, didesnis biologiniy jutikliy tikslumas gali duoti
didele nauda.

Dazniausiai biologiniai jutikliai kuriami naudojant fizinius prototipus — tokiy
prietaisy gamyba yra brangi ir reikalauja daug laiko, todél naudojami biologiniy
jutikliy matematiniai modeliai, kurie leidzia greiCiau generuoti virtualius atsakus.
Taciau tokiu atveju svarbu naudoti pakankamai tiksly modelj. Dél to nagrinéja-
mas biologinio jutiklio modelis, kuriame jprastinis difuzijos operatorius pakeistas
trupmeninio laipsnio elipsiniu operatoriumi (TLEO). Tokiam modeliui reikalingi
specializuoti skaitiniai sprendimo metodai. Disertacijoje buvo nagrinéti metodai,
paremti funkcijy racionaligja aproksimacija ir lygiagreciosios jy versijos.

Disertacijg sudaro jvadas, trys skyriai ir rezultaty apibendrinimas. Pirmajame
skyriuje pateikiami disertacijoje naudojami biologiniy jutikliy matematiniai mo-
deliai — klasikinis ir su TLEO aprasoma difuzija, apibréziami trupmeninio laips-
nio elipsiniai operatoriai ir aptariamas atvirkstinis biologiniy jutikliy uzdavinys.
Antrajame skyriuje aprasomi ir analizuojami sprendimo metodai pirmojo skyriaus
biologiniy jutikliy modeliams, lygiagreciosios metody versijos ir jy efektyvumas,
pateikiami eksperimentiniy tikslumo ir stabilumo tyrimy rezultatai. Treciajame
skyriuje aptariamas dirbtiniy neuroniniy tinkly ir lygiagreciojo DIRECT globa-
laus optimizavimo metody taikymas atvirkStiniam biologiniy jutikliy uzdaviniui
ir eksperimenty, kuriuose taikome atkuriamy substraty leistiny koncentracijy
reik§miy srities mazinimo procediira, rezultatai.

Disertacijos rezultatai rodo, kad racionaligja aproksimacija paremti lyg¢iy su
TLEO sprendimo algoritmy garantuoja tiksluma, pakankama praktiniams skaicia-
vimams. Sudarytos lygiagreciosios minéty metody versijos leidzia efektyviai
spresti didelés apimties nelokaliuosius uzdavinius. Biologinio jutiklio modelis su
TLEO difuzija suteikia galimybe tiksliau jj pritaikyti realiems duomenims, o
neuroniniy tinkly tyrimy teoriniai ir praktiniai rezultatai leidzia pateikti rekomen-
dacijas biologiniy jutikliy tikslumui gerinti, priklausomai nuo triuk§mo tipo ir
krastiniy salygy jvedimo budo.



Abstract

Biosensors are devices for the detection and analysis of chemical compounds,
based on biochemical processes. To analyze samples in practice, the inverse bio-
sensor problem needs to be solved — to determine component concentrations of
the sample from its biosensor signal. The problem is ill-posed for multiple sub-
strates — this property causes the biosensor to become sensitive to noise (e.g. elec-
tric noise), which is present in real devices. Due to this reason, the biosensor pre-
cision decreases. One of our objectives is to find methods to improve it. Since
biosensors are used for important applications, such as environmental protection,
medicine and quality control for food production, improving precision can bring
clear benefits in these areas and improve the quality of life.

In this dissertation, a virtual biosensor model is used in order to avoid ex-
penses associated with the development of physical prototypes and to obtain bio-
sensor signals faster. This may raise questions about the model's accuracy com-
pared to real-life devices. Therefore, an alternative model has been investigated,
where the classical diffusion operator is replaced by a fractional power elliptic
operator (FPEO). Solving such equations requires specialized numerical meth-
ods — methods based on rational approximations and their parallel versions were
developed and analyzed. These methods were applied to a modified biosensor
model.

The dissertation consists of an introduction, three main chapters and general
conclusions. The first chapter describes the biosensor models used — the classical
model and the one with FPEO diffusion, defines fractional power elliptic opera-
tors and discusses the inverse biosensor problem. The second chapter gives the
description and analysis of solvers for the models in the first chapter, their parallel
versions and experimental precision and stability results. The third chapter dis-
cusses the application of artificial neural networks and the parallel DIRECT global
optimization algorithm for solving the inverse biosensor problem and the experi-
mental results for the effect of noise and the permitted substrate concentration
domain shrinkage procedure.

The results of this dissertation show that FPEO equation solvers based on
rational approximation have sufficient precision for practical purposes. Parallel
versions of these methods scale well for large problems. The biosensor model with
FPEO-based diffusion allows for a more precise fit to real data, while the results
of neural network experiments lead to recommendations to improve the biosensor
precision, based on the type of noise present and the analysis mode.
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Zyméjimai

Simboliai

Iy it Iy, — adityvaus ir multiplikatyvaus triukSmo paveikti signalai;

ir a — atitinkamai fermentinio ir difuzijos sluoksniy storiai;

I —biologinio jutiklio generuojamas srovés signalas;

u — diferencialinés lygties sprendinys (ne biologiniy jutikliy lygtyse);

U — diferencialinio uzdavinio sprendinio aproksimacija;

Q — diskretusis tinklas;

w, — diskretusis tinklas koordinatei x (kitoms koordinatéms Zyméjimas analogiskas);
X — duomeny matrica;

T, — duomeny, transformuoty naudojant pagrindiniy komponenciy analize, matrica, ¢ia
[ — pagrindiniy komponenciy skai¢ius;

x,y ir z — erdvés koordinatés konkreciuose uzdaviniuose (bendrgja forma

uzrasytuose uzdaviniuose, naudojamas tik x, kuriuo zymimas erdvés koordi-
naciy vektorius);

h — erdvés zingsnis;
H — Hilberto erdve;

llull = (u, u)/? — L, norma;
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7— laiko zingsnis;

t — laikas;

A — Laplaso operatorius;
E,g”“” — lygiagre¢iojo algoritmo efektyvumas, kai naudojama p procesoriy;

Sz(,par) — lygiagregiojo algoritmo pagreitéjimas, kai naudojama p procesoriy;

Tp(par) — lygiagreciojo algoritmo skai¢iavimo laikas, kai naudojama p procesoriy;

V — lygties sprendinio aproksimacija, kai operatorius Aj aproksimuojamas naudojant ra-
cionaligja funkcija;

fact — neuroninio tinklo aktyvacijos funkcija;

X¢r 1 Y¢ — neuroninio tinklo apmokymo duomeny rinkinio jvestys ir iSvestys;

a;,- — neuroninio tinklo apmokymo greitis;

L —neuroninio tinklo sluoksniy skaicius;

E},ss — neuroninio tinklo tikslo funkcija;

s; —neurony skaicius [ -tajame sluoksnyje;

Aj ir Y; — operatoriaus A tikrinés reikSmés ir funkcijos;

ujiry ]h — operatoriaus Aj, tikrinés reikSmés ir funkcijos;

(u, v) — skaliariné sandauga, kai u, v € H;

S; ir P; — substraty ir produkty koncentracijos biologiniy jutikliy modeliuose;

S ir P — substraty ir produkty koncentracijy aproksimacijos biologiniy jutikliy lygtyse;
A, —tolydaus operatoriaus aproksimacija;

A — tolydus operatorius Hilberto erdvéje H;

o, — triukSmo standartinis nuokrypis;

A§ — trupmeninio laipsnio elipsinis operatorius, @ € (0,1) c R yra jo laipsnis.

Santrumpos

1DCNN - vienmatés konvoliucijos neuroninis tinklas (angl. /-Dimensional Convolutio-
nal Neural Network);

AAA — adaptyvus Antoulo ir Andersono algoritmas (angl. Adaptive Antoulas-Anderson);
BA — pastovusis rezimas (angl. Batch Analysis);

BRASIL — baricentriné racionalioji aproksimacija taikant selektyvy intervalo ilgio regu-
liavimg (angl. Barycentric Rational Approximation by Selective Interval Length adjus-
ment),

BURA - geriausia tolygioji racionalioji aproksimacija (angl. Best Uniform Rational Ap-
proximation),

CNN - konvoliucinis neuroninis tinklas (angl. Convolutional Neural Network);
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CUDA —technologija bei programavimo standartas, skirti lygiagretiesiems skai¢iavimams
atlikti Nvidia grafiniuose procesoriuose (angl. Compute Unified Device Architecture);

cuDNN — dirbtiniy neuroniniy tinkly CUDA programavimo biblioteka (angl. CUDA Deep
Neural Networks);

DNR - deoksiribonukleortigstis;

FC — visiskai jungus neuroninio tinklo sluoksnis (angl. Fully Connected),
FIA — srauto injekcijos rezimas (angl. Flow Injection Analysis);

GPU - vaizdo procesorius (angl. Graphics Processing Unit);

NCCL - Nvidia kolektyviniy komunikacijy programavimo biblioteka (angl. Nvidia Col-
lective Communication Library);

PCA — pagrindiniy komponenciy analizé (angl. Principal Component Analysis),

PINN — fizika informuoti neuroniniai tinklai (angl. Physics Informed Neural Networks);
PK (angl. PC) — pagrindinés komponentés (angl. Fractional Power Elliptic Operator);
ReLU — dalimis tiesiné tikslo funkcija (angl. Rectified Linear Unit);,

TLEO (angl. FPEO) — trupmeninio laipsnio elipsinis operatorius;

URA - tolygioji racionalioji aproksimacija (angl. Uniform Rational Approximation).
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Problemos formulavimas

Biologiniai jutikliai yra prietaisai, skirti cheminéms medziagoms aptikti ir anali-
zuoti, remiantis biocheminiais procesais (Baronas et al., 2021). Biologinius jutik-
lius sudaro dvi dalys: bioreceptorius, kuriame vyksta biocheminés reakcijos ir
elektrodas, kuris ver¢ia cheminj signalg j elektrinj. Gaunamas signalas priklauso
nuo tiriamojo méginio cheminés sudéties. Disertacijoje nagriné¢jami fermentiniai
biologiniai jutikliai, o elektrodas matuoja reakcijos metu susidarancio produkto
srauta. Sie biologiniai jutikliai dar turi i$orinj difuzijos sluoksnj, kuriame vyksta
tik substraty difuzija.

Siekiant atlikti méginiy analizg praktikoje, reikia spresti atvirkstinj biologinio
jutiklio uzdavinj — i$ biologinio jutiklio atsako nustatyti tiriamojo méginio kom-
ponenty koncentracijas. Jei tiriamas méginys su vienu komponentu, tai padaryti
nesunku, zZinant stacionarigja biologinio jutiklio signalo srove. Taciau jei méginys
yra su keliais komponentais, uzdavinys tampa sudétingas dél blogo jo sglygotumo
(Zilinskas & Baronas, 2011), nes tada galima aptikti atsaky, kurie tam tikru tiks-
lumu sutampa, nors juos atitinkancios koncentracijos smarkiai skiriasi. Tas pats
efektas atsiranda ir tada, kai signalg veikia jvairsis triukSmai. Tai yra svarbu dél
to, kad tokie atsakai daznai aptinkami praktikoje (Baronas et al., 2014); pavyz-
dziui, juos gali veikti elektrinis triuk§mas. D¢l $iy priezas¢iy sumazéja atvirksStinio

1
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biologinio jutiklio uzdavinio sprendiniy tikslumas. Mus domina metodai, skirti
$iy sprendiniy tikslumui gerinti.

Dazniausiai biologiniai jutikliai kuriami naudojant fizinius prototipus. Pag-
rindinis to trikumas yra tas, kad tokiy prietaisy gamyba yra brangi ir reikalauja
daug laiko. Siekiant to i§vengti, naudojami biologiniy jutikliy matematiniai mo-
deliai — jie leidzia gauti atsakus zymiai greiCiau nei naudojantis fiziniais prietai-
sais. Taciau tokiu atveju kyla klausimas, ar §ie modeliai yra pakankamai tikslais?
Dél to nagring¢jamas modifikuotas biologinio jutiklio modelis, kuriame difuzijos
operatorius pakeistas trupmeninio laipsnio difuzijos operatoriumi. Tokioms lyg-
tims reikalingi specializuoti skaitiniai sprendimo metodai. Disertacijoje buvo nag-
rinéti tokie metodai, kurie paremti funkcijy racionaligja aproksimacija ir lygiag-
re¢iosios jy versijos trima¢iams uzdaviniams spresti. Siuos metodus pritaikéme
modifikuotam biologinio jutiklio modeliui (Dap3ys & Ciegis, 2023).

Darbo aktualumas

Biologiniai jutikliai naudojami jvairiose srityse: i§ jy galima paminéti aplinko-
saugg, maisto analiz¢ ir medicing. Aplinkosaugoje biologiniai jutikliai naudojami
terSalams — fenoliniams junginiams (Dock et al., 2005), pesticidams (Bachmann
et al., 2000; Ferentinos et al., 2013), sunkiesiems metalams aptikti (Huang et al.,
2020). Siems taikymams daZniausiai naudojami fermentiniai biologiniai jutikliai,
nes jais naudojantis lengva aptikti terSalus. Analizuojant maista, biologiniai jutik-
liai padeda jvertinti jo kokybe (Medina-Plaza et al., 2015), sauguma: aptikti tok-
siSkus terSalus (Mishra et al., 2015; Nesakumar et al., 2015), padirbta maistg (Bou-
gadi &Kalogianni, 2020). Biomedicinoje, biologiniai jutikliai gali atlikti baltymuy,
esan¢iy gyvuose organizmuose ir audiniuose, analize (Miranda et al., 2010), ap-
tikti patogenines bakterijas ir virusus (Barroso et al., 2018), matuoti neuromedia-
torius (Mazafi et al., 2018). Visi Sie taikymai turi didelg jtakg zmogaus ir visuo-
mengés gyvenimo kokybei, todél didesnis biologiniy jutikliy tikslumas gali duoti
didele nauda.

Tyrimy objektas
Disertacijos tyrimy objektas yra virtualieji biologiniy jutikliy modeliai, lygiagre-

tieji algoritmai uzdaviniams su nelokaliaisiais operatoriais spresti, atvirkStiniy uz-
daviniy sprendimo metodai, tarp jy ir dirbtiniai neuroniniai tinklai.
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Darbo tikslas

Sios disertacijos tikslas — sukurti biologinio jutiklio modelj su trupmeninio laips-
nio elipsiniais operatoriais (TLEO) paremta difuzija, iStirti lygiagreCiuosius me-
todus modelio lygtims spresti ir sukurti neuroniniais tinklais paremtus metodus
atvirkstinio biologiniy jutikliy uzdavinio tikslumui pagerinti.

Darbo uzdaviniai

Tikslui pasiekti buvo sprendziami tokie uzdaviniai:
1. Sukurti biologinio jutiklio su TLEO difuzija modelj.

2. Sukurti nestacionariyjy diferencialiniy lyg¢iy su TLEO sprendimo al-
goritmus, lygiagrecigsias jy versijas, ir iSanalizuoti jy konvergavimg ir
iSpleCiamuma.

3. Gauti biologinio jutiklio atsakus atvirkstiniam uzdaviniui spresti, nau-
dojant tiesioginj modelj su standartine difuzija.

4. ISspresti atvirkstini biologiniy jutikliy uzdavinj, kai atsakus veikia
Ivairaus tipo ir lygio triukSmai.

5. Spresti atvirkstinj biologiniy jutikliy uzdavinj lygiagre¢iuoju DIRECT
globaliosios optimizacijos metodu ir istirti jo iSple¢iamuma.

6. Istirti biologinio jutiklio modelio su TLEO atsaky priklausomybe nuo
nelokaliosios difuzijos trupmeninio laipsnio parametro.

Tyrimy metodika

Biologiniai jutikliai modeliuoti naudojant nestacionariuosius modelius, grindzia-
mus netiesiniy reakcijy ir diferencialiniy difuzijos lygciy sistemomis. Diferencia-
liniai modeliai aproksimuoti baigtiniy tiriy metodu. Lygtims su TLEO spresti tai-
kyti (Ciegis &Dapsys, 2022; Ciegis et al., 2022; Ciegis et al., 2021) straipsniuose
pateikiami metodai. Lyg¢iy sprendikliai realizuoti C++ programavimo kalba; ly-
giagretieji skaiCiavimai atlikti naudojantis MPI biblioteka. Atsako analizei nau-
doti dirbtiniai neuroniniai tinklai. Duomeny dimensijai mazinti naudota pagrindi-
niy komponenciy analizé. Neuroniniai skai¢iavimai atlikti naudojantis
TensorFlow (Google Brain Team, 2021) ir Keras (Keras Team, 2021) paketais,
kurie realizuoti naudojant Python programavimo kalba. AtvirkStiniam biologiniy
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jutikliy uzdaviniui spresti dar buvo realizuotas lygiagretusis globaliosios optimi-
zacijos jrankis, paremtas DIRECT (Stripinis et al., 2019; Watson & Baker, 2001)
metodu.

Darbo mokslinis naujumas

1. Racionaliosios aproksimacijos metodai pritaikyti nestacionariesiems
ir netiesiniams paraboliniams uzdaviniams su TLEO spresti, kai nega-
lime taikyti Furjé metodo.

2. Sukurtos ir pagristos lygiagrec¢iosios lygéiy su TLEO sprendimo me-
tody versijos, efektyviai sprendziancios didelés apimties uzdavinius.

3. Atvirkstiniam biologiniy jutikliy uzdaviniui spresti panaudoti konvo-
liuciniai neuroniniai tinklai, parodytas tokio pasirinkimo efektyvumas.

4. Neuroninio tinklo tikslumas gerinamas naudojant atkuriamy substraty
leidziamyjy koncentracijy reikSmiy srities mazinimo procediirg.

5. Atvirkstiniam biologiniy jutikliy uzdaviniui pritaikytas lygiagretusis
DIRECT globaliosios optimizacijos metodas.

Darbo rezultaty praktiné reikSme

Tyrimy rezultatai gali biiti naudojami jvairiy mokslo ir inzinerijos sri¢iy uzdavi-
niy, kuriuose aptinkamos parabolinés ir netiesinés lygtys su TLEO, efektyviam
sprendimui, taip pat ir tada, kai jie yra didelés apimties. Naujas biologiniy jutikliy
modelis su TLEO aprasoma difuzija gali biiti naudojamas tikslesniems fiziniams
prietaisams kurti. Atvirkstinio uzdavinio sprendimo metody tyrimo rezultatai gali
biti naudojami triukSmingy biologiniy jutikliy atpazinimo tikslumui padidinti.

Ginamieji teiginiai

1. Sudaryti racionaliosios aproksimacijos, iSplétimo ir skaidymo meto-
dai, skirti netiesinéms lygtims su TLEO spresti; atlikus jy analize rasta,
kad jy tikslumas atitinka Sioje srityje keliamus praktinius reikalavi-
mus.
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2. Sukurty lygiagreCiyjy metody versijy teoriné ir praktiné analizé pa-
rodé, kad jie efektyviai panaudoja procesorius sprendziant didelés
apimties uzdavinius.

3. Pasiilyta taikyti skirtingus biologiniy jutikliy koncentracijy atpazi-
nimo metodus, orientuotus i skirtingus triukSmy tipus: adityviam
triukSmui, daugiasluoksnis perceptronas su PCA transformacija tinka-
mesnis pastoviajam rezimui, o konvoliucinis tinklas — srauto injekcijos
rezimui; multiplikatyviam triukSmui injekcijos rezimas yra tikslesnis
nei pastovusis.

4. Neuroninio tinklo daroma paklaidg galima sumazinti pritaikius atku-
riamy substraty leidziamyjy koncentracijy reik§miy srities mazinimo
procediira.

5. Parengta lygiagrec€ioji DIRECT versija turi gerg iSple¢iamuma; meto-
das patvirtina, kad srauto injekcijos rezimas tikslesnis uz pastovyji.

Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos tema yra atspausdinti 4 moksliniai straipsniai: visi jie publikuojami
mokslo Zurnaluose, indeksuojamuose Clarivate Analytics Web of Science duo-
meny bazéje. Trys i§ jy patenka j Q1 kvartilj (Ciegis & Dapsys, 2022; Dapsys &
Ciegis, 2023; Ciegis et al., 2021), vienas — j Q2 kvartilj (Ciegis et al., 2022). Dar
vienas straipsnis (Dapsys et al., 2023) priimtas spausdinti.
Disertacijoje atlikty tyrimy rezultatai buvo paskelbti trijose mokslinése kon-
ferencijose Lietuvoje ir uzsienyje:
— MMA 2022: Mathematical Modelling and Analysis 2022. 2022 m. gegu-
7€és 30 — birzelio 2 d., Druskininkai, Lietuva;
— NSFDE&A’22: Numerical Solution Of Fractional Differential Equations
And Applications 2022. 2022 m. birzelio 6 — 9 d., Sozopolis, Bulgarija;
— MMA 2023: Mathematical Modelling and Analysis 2023. 2023 m. gegu-
z¢s 30 — birzelio 2 d., Jirmala, Latvija.

Disertacijos struktira

Disertacija sudaro jvadas, trys skyriai ir rezultaty apibendrinimas. Pirmajame sky-
riuje pateikiami disertacijoje naudojami biologiniy jutikliy matematiniai mode-
liai — klasikinis ir su TLEO aprasoma difuzija, apibréziami trupmeninio laipsnio
elipsiniai operatoriai ir aptariamas atvirkstinis biologiniy jutikliy uzdavinys. Ant-
rajame skyriuje apraSomi ir analizuojami sprendimo metodai pirmojo skyriaus
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biologiniy jutikliy modeliams, lygiagreciosios metody versijos ir jy efektyvumas,
pateikiami eksperimentiniy tikslumo ir stabilumo tyrimy rezultatai. Treciajame
skyriuje aptariamas dirbtiniy neuroniniy tinkly ir lygiagreciojo DIRECT globalio-
sios optimizacijos metody taikymas atvirkStiniam biologiniy jutikliy uzdaviniui ir
eksperimenty, kuriuose taikoma atkuriamy substraty leidziamyjy koncentracijy
reikSmiy srities mazinimo procediira, rezultatai.

Darbo apimtis yra 85 puslapiai, tekste panaudota 219 numeruoty formuliy, 8
paveikslai ir 40 lenteliy. Rasant disertacijg buvo panaudoti 83 literattiros Saltiniai.



Biologiniy jutikliy matematiniy
modeliy ir jy sprendimo metody
apzvalga

Skyriuje pateikiama svarbiausiy biologiniy jutikliy matematiniy modeliy apz-
valga. Siekiant tiksliau aprasyti biologiniuose jutikliuose vykstanéius procesus,
klasikiniai difuzijos modeliai yra apibendrinti ir pasiiilyta naudoti trupmeninio
laipsnio difuzijos operatorius. Taip pat apzvelgiami atvirkstinis biologiniy jutikliy
uzdavinys ir jo sprendimo metodai. Trupmeninio laipsnio elipsiniy operatoriy
apibrézimas pateikiamas Ciegis et al. (2021); Ciegis & Dapsys (2022) straips-
niuose. Biologinio jutiklio modelis su TLEO pateikiamas Dapsys & Ciegis (2023)
straipsnyje.

1.1. Biologiniy jutikliy matematinis modelis su
klasikine difuzija

Biologiniy jutikliy nauda atspindi literatiiros gausa — Clarivate Analytics Web of
Science duomeny bazéje rasta keli tukstanciai straipsniy, susijusiy su Sia tema —
tai rodo, kad §i tema yra aktuali (Cartas et al., 2010; Cui et al., 2020; Gonzalez-
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Navarro et al., 2016; Zhang et al., 2021b). Dar viena tokio didelio straipsniy skai-
Ciaus priezastis yra didelé biologiniy jutikliy riisiy jvairové — kelios i$ jy pateikia-
mos Martynko & Kirsanov (2020) apzvalgoje, kurioje jos skirstomos pagal bio-
receptoriy ir detektoriaus tipg. Tai yra fermentiniai biologiniai jutikliai, kurie
matuoja fermentinés reakcijos metu susidarancio produkto kiekj arba srauta
(Dock et al., 2005); inhibicijos procesu paremti biologiniai jutikliai, kurie skirti
fermenty inhibitoriams — medziagoms, stabdan¢ioms fermentines reakcijas — ap-
tikti, matuojant ty reakcijy 1étéjimo greitj (Bachmann et al., 2000); lasteliniai,
naudojantys gyvas lasteles (Ferentinos et al., 2013), bakterijas (Feng et al., 2013)
arba vienalgsc¢ius grybus (Salamanca-Neto et al., 2020); ir biologiniai jutikliai,
naudojantys biologinés kilmés medziagas, tokias kaip aminortigstys (Asadollahi-
Baboli & Mani-Varnosfaderani, 2014), DNR (Huang et al., 2020), antikiinai (Kim
etal., 2013) ir pan. Pateikiami detektoriy tipai — amperometriniai (Bachmann
et al., 2000; Dock et al., 2005) (matuojamas elektros sroveés stipris), potenciomet-
riniai (Ferentinos et al., 2013) (matuojama jtampa), spektrofotometriniai (Huang
et al., 2020) (matuojamas Sviesos signalas, kurio spektras analizuojamas), elekt-
rocheminés varzos spektroskopijos (Kim et al., 2013) (matuojamas varzos signalo
spektras). Nors $ioje disertacijoje nagrinéjami fermentiniai amperometriniai bio-
loginiai jutikliai, Sios disertacijos autoriaus tiriami metodai skirti duomeny anali-
zei ir tinka bet kokioms biologiniy jutikliy rasims.

Taciau didzioji dalis straipsniy duomenis gauna naudojant fizinius biologinio
jutiklio prototipus — jy konstravimas reikalauja daug laiko ir iStekliy. Kaip alter-
natyva naudojami biologinio jutiklio matematiniai modeliai (Baronas et al.,
2021) — juos galime simuliuoti kompiuteriuose ir istirti jy elgesj pries fizinio pro-
totipo konstravimg, tai leidzia i§vengti papildomy sanaudy.

Disertacijoje modeliuojama fermentiné reakcija (Baronas et al., 2021):

E+S =ES;>E+P. (1.1)

Substratai jungiasi su fermentu, sudarydami substrato-fermento kompleksa,
kuris virsta produktu, o fermentas lieka nepakitgs. Darome prielaida, kad substra-
tai nereaguoja tarpusavyje, o keliy substraty kompleksai nesiformuoja. Tada kiek-
vienas substratas yra konkurencinis inhibitorius visiems kitiems substratams.

Modelj supaprastiname, taikydami kvazipastovios blisenos prielaida. Ji tei-
gia, kad visy substrato-fermento kompleksy koncentracija nesikeicia laike. Tada
reakcijos lygtj galime pakeisti tokia:

E
S; > P. (1.2)

Nagrinéjamg biologinj jutiklj sudaro trys elementai (Baronas et al., 2014):
fermentinis ir iSorinis difuzijos sluoksniai bei elektrodas. Fermentiniame sluoks-
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nyje vyksta minéta fermentiné reakcija ir substraty bei produkty difuzija. ISori-
niame difuzijos sluoksnyje reakcijos nevyksta — tik difuzijos procesas. Elektrodas
produkty srautg vercia elektriniu signalu, kuris priklauso nuo tiriamojo méginio
cheminés sudéties. Darydami prielaida, kad biologinio jutiklio geometrija yra si-
metriSka, o fermentinis sluoksnis yra tolygaus storio ir tankio, naudojame
vienmat] biologinio jutiklio modelj.

Ji galima uZzraSyti kaip netiesiniy diferencialiniy lyg¢iy dalinémis iSvestiné-
mis sistema (Baronas et al., 2021). Reakcijos-difuzijos lygtys paremtos Michae-
lis—Menten cheminiy reakcijy kinetikos ir Ficko difuzijos désniais. Fermentinio
sluoksnio lygtys:

dS. GERY (V;/K;)S;

Le _ Ds. lz,e _ 11{1 i) ’ (1.3)
ot e 9x 1+20,Sje /K
dP; 0%p; V:/K))S; —

e _ Le | (Vi/K;) ie i=1,m, x€(0,d),t>0, (1.4)

ot~ e 9x2 T 1+3M.S;. /K

¢ia S; . ir P; , yra atitinkamai substrato ir produkto koncentracijos fermentiniame
sluoksnyje, Ds, , ir Dp,, — atitinkami difuzijos koeficientai, V; — didZiausieji fer-
mentingés reakcijos greiciai kiekvienam substratui, K; — Michaelis—Menten kons-
tantos, d — fermentinio sluoksnio storis.

Difuzijos sluoksnyje vyksta tik difuzijos procesas:

aS;p 0%S;,
—=Dg,, ——— (1.5)
ot Sib g2
9P %Py,
ot = Pib gx2 i=1m x€(d,d+a)t>0, (1.6)

¢ia S;p, P; p, Ds,, ir Dp,, yra koncentracijy reik§més ir difuzijos koeficientai di-
fuzijos membranoje, a — difuzijos membranos storis.

Apibréziame pradines ir krastines modelio salygas (Baronas et al., 2014).
Modelio pradinés sglygos — pradzioje difuzijos ir fermentiniame sluoksniuose
néra nei substraty, nei produkty:

Sie(x,0) =0, Po(x,0) =0, x € [0,d], (1.7)
Sip(x0) =0, Pp(x,0) =0, xeldd+a), i=Tm. (18

Biologinio jutiklio iSoré¢je nurodomos pradinés substraty koncentracijos S; o;
produkty iSoréje néra:

Sip(d+a,0) =S Pip(d+a0)=0,i=1m. (1.9)
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Krastinés modelio salygos — elektrodo pavirSiuje (x = 0) néra reakcijos pro-
dukty dél elektrodo poliarizacijos, o substratai pro elektroda neprateka:
0S; ¢

Pie(0,6) =0, D5, —*
x=0

=0. (1.10)

Substraty koncentracijos biologinio jutiklio iSoré¢je priklauso nuo analizés re-
zimo. Jei turime pastovy rezimg (angl. batch analysis, BA), substraty koncentra-
cija nesikeicia laike viso eksperimento metu:

Si,b(d + a, t) = Si,O' (111)

Jei turime srauto injekcijos rezima (angl. flow injection analysis — FIA),
substratai kontaktuoja su biologiniu jutikliu tik tam tikra laiko tarpa t¢, vadinama
injekcijos laiku. Likusig eksperimento laiko dalj substraty koncentracija lygi 0:

d Si,O’ t < tf L12
Sip(d+a,0) = {f o (1.12)
Biologinio jutiklio iSoré¢je produkto néra:

P;p(d+a,t) =0. (1.13)

Difuzijos ir fermentinio sluoksnio sandiiroje produkty ir substraty koncentra-
cijos ir srautai sutampa:

0S; . 0Sip

) =D. —— , S;.(d,t)=S;,(d,¢t), 1.14

Sie ox x=d Sib ox x=d L,e( ) L,b( ) ( )
0P, aP

. : =Dp , —— P (dt) =P,dt), i=1m. (1.15

Pie ox x=d Pip 0x x=d ’ l,e( , ) l,b( ) ): l ,ym ( )

Naudojame Nernsto iSorinés difuzijos sluoksnio modelj, pagal kurj sluoksnio
storis pastovus laike. Siekdami supaprastinti skaiiavimus, substraty ir produkty
koncentracijas normuojame: padaliname i§ atitinkamy Michaelis—Menten kons-
tanty S; = S;/K;, P; = P;/K;,i = 1, m. Sios lygybés galioja visuose sluoksniuose.
Tada galime jvesti pradiniy koncentracijy vektoriy C € R™: C, = Sy o/Kp,

k = 1, m. Atlikus normavima, pasikeicia tik fermentinio sluoksnio lygtys:

aS; REXY V;/K;)S;
aL,e =D5ie . ;,e_ ( L/ ni) ie ’ (1.16)
t ’ x 1 + Z]‘=1 Sj’e
0P;. 0%P;ie  (Vi/K)Sipe

= Dp,, —+ —,i=1m, x € (0,d), t >0. (1.17)
at e 0x 1+Z}n=15j'e
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Biologinio jutiklio atsakas yra elektros srové, kurios stipris priklauso nuo
visy fermentinés reakcijos produkty srauto vir§ elektrodo pavirSiaus (Baronas
et al., 2014). Atsako lygtis:

m

10 = ) mF Dy,

i=1

0P; .
0x

m —
dP;
_ z KingF@ Dy =2l (1L18)
x=0 = ’ X lx=o

¢ia n;— elektrony, dalyvaujanéiy perduodant kriivj elektrodo, skaiciai kiekvienam
produktui, F(¢D) = 96485,33C/mol — Faradéjaus konstanta. Srovés stipris, nor-

malizuotas elektrodo plotu.

1.2. Trupmeninio laipsnio difuzijos operatoriai ir jy
naudojimas nestacionariuosiuose reakcijos-difuzijos
modeliuose

Naudojant biologinio jutiklio matematinius modelius, visada kyla klausimas, ar
jie yra pakankamai tiksltis? Norédami tai iSsiaiskinti, turime imti daug skirtingy
modeliy ir jy rezultatus lyginti su tais, kuriuos duoda fiziniai prototipai. Kadangi
modeliy jvairové didelé, patikrinti dauguma jy uztrukty daug laiko, todél tikslinga
pradéti nuo paprasciausio atvejo, kai pakeic¢iame standartinj Ficko difuzijos ope-
ratoriy. Taip yra daroma, kai susiduriame su anomalia difuzija, kuriai Ficko dés-
nis nebegalioja.

Anomalios difuzijos pavyzdziy literatiiroje nemazai. Baeumer et al. (2001)
straipsnyje nagrin¢jami terSaly difuzijos-perneSimo nehomogeniskame pozemi-
nio vandens telkinyje fiziniy tyrimy duomenys. Jie rodo, kad difuzija vyksta ne
pagal Ficko désnius: jprastai koncentracijy profiliai simetriniai, medziagos nuo
pradinés injekcijos vietos i$sisklaido greigiu, proporcingu %>, krastuose nyksta
eksponentiskai, taciau tirtame vandens telkinyje pastebimas laipsninis nykimas
kraste, esanCiame pasroviui, nors prieSingame jis iSlieka eksponentiskas, todél
koncentracijy profilis nesimetrinis, iSsisklaidymo greitis tiesinis pagal laika.
Siems duomenims paaiskinti autoriai sékmingai pritaiko modelj, kuriame difuzi-
jos-pernesimo operatorius yra trupmeninio laipsnio — modelis atitinka eksperi-
mentinius rezultatus su gana maza paklaida praktiniams taikymams aplinkosau-
goje. Remiantis straipsnio rezultatais, laikoma, kad anomalios difuzijos procesa
lygtyse be pernesimo irgi galima gerai aprasSyti trupmeninio laipsnio elipsiniais
operatoriais (TLEO) (Ciegis et al., 2021).

Dar viena sritis, kurioje gali biiti aptinkama anomali difuzija, yra lasteliy bio-
logija. Medziagy difuzija lastelése dazniausiai tiriama fluorescencijos atsistatymo
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po balinimo $viesa (angl. fluorescence recovery after photobleaching, FRAP) me-
todu. Jo esmé — | lastele jdedama medZziaga, pazyméta Svytalu ir, naudojantis
Sviesa, reikiamoje Igstelés dalyje Svytalas panaikinamas. Tada stebima, kaip
vyksta pazymétos medziagos difuzija j iSbalintg dalj — matuojamas fluorescuo-
jancios §viesos stipris ir gaunamas jos profilis laike. Saxton (2001) straipsnyje
tiriamas uzdavinys — i§ eksperimentinio fluorescencijos profilio nustatyti, ar di-
fuzija anomali, difuzijos koeficients ir trupmeninj difuzijos laipsnj. Straipsnyje
sitilomas uzdavinio sprendimo metodas, kai eksperimentinj profilj aproksimuo-
jame teoriniais profiliais klasikinei ir anomaliai difuzijai, pastarasis gaunamas
naudojantis difuzijos koeficiento aproksimacija D = Dyt* "1, kai t pakankamai
didelis. Tada nustatoma, kuris i$ dviejy teoriniy profiliy geriausiai atitinka ekspe-
rimentinj, naudojantis statistiniu y? testu. Sprendimo metodas tikrinamas naudo-
jantis simuliuotais duomenimis, gautais Monte Karlo metodu, kai imamas didelis
skai¢ius daleliy, judanciy pagal atsitiktinj procesa, ir matuojama jy difuzija. Pag-
rindinis straipsnio rezultatas — daugeliu atvejy difuzijos koeficiento aproksimacija
pakankamai gerai jvertina anomalios difuzijos jtaka ir parametrus.

Kituose straipsniuose nagrinéjama difuzija su klititimis, kurios turi sudétinga
struktiirg keleto dydziy skalése, todél tokiai difuzijai aprasyti taikoma difuzijos
fraktaluose teorija. Matematiskai tokia difuzija apraSoma Carpinteri & Sapora
(2010) straipsnyje, kurio autoriai naudoja trupmeninio laipsnio i§vestines difuzi-
jos lygtyse. Trupmeninis laipsnis yra lygus fraktalo, kuriame vyksta difuzija, di-
mensijai. Analiziniy metody tokioms lygtims spresti yra jvairiy: tarp jy galima
paminéti sklindanciy bangy transformacija (Yang et al., 2018), Adomiano iSskai-
dyma (Yang et al., 2013), pusiau skaitinj dvimatés diferencialinés transformacijos
metoda (Yang™ et al., 2016). Lygtys su TLEO tinka ir kitokiems procesams, ku-
riuose atsiranda nelokaliis efektai, vykstantys ilgais nuotoliais (Pozrikidis, 2018).
Todél jos placiai aptinkamos fizikoje (Metzler &Klafter, 2004), ekonomikoje (Sa-
batelli et al., 2002), medicinoje (Bueno-Orovio et al., 2014) ir kitose srityse (Lee,
2018).

Skyrelyje bus pateiktas paraboliniy lyg¢iy su TLEO apibrézimas, diskrecioji
operatoriaus aproksimacija ir suformuluota pusiau diskreti sprendimo schema
(Ciegis & Dapgys, 2022). Trupmeninio laipsnio elipsiniai operatoriai pasizymi
tuo, kad juos apibrézti galime keliais neekvivalenéiais bidais. Sioje disertacijoje
bus taikomas spektrinis metodas (Bonito & Pasciak, 2015; Hofreither, 2020). Tar-
kime, H yra Hilberto erdvé su skaliarine sandauga (u,v), kai u,v € H, ir L,
norma ||u|| = (u, u)'/2. Tarkime, A yra $ios erdvés operatorius, kuris yra simet-
rinis ir teigiamai apibréztas:

A: H->H, A=A4* A>cl c¢c>0,

Cia I yra vienetinis operatorius. leSkome operatoriaus A tikriniy funkcijy {; ir jas
atitinkanCiy tikriniy reikSmiy A;:
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Visos tikrinés reik§més yra realios ir teigiamos:
O<A =A<<, <

o tikrinés funkcijos sudaro ortonormuotg funkcijy baze {);} erdvéje H.

Tokius operatorius aptinkame klasikiniuose biologiniy jutikliy modeliuose —
¢ia difuzijos operatoriai tenkina mums reikalingas savybes, todél galime nagrinéti
apibendrintus nelokaliuosius difuzijos operatorius. Be to, biologiniuose jutik-
livose taikomos realios funkcijos. Kad operatoriaus taikymo rezultatas taip pat
bty reali funkcija, Siuos nelokaliuosius operatorius galima skaiciuoti tik tada, kai
matricos, kurig gauname diskretizave diferencialinj difuzijos operatoriy, visos tik-
rinés reik§meés yra realios ir teigiamos. Jei difuzijos operatoriai nebiitinai simetri-
niai arba teigiamai apibrézti, tokiu atveju tikrinés reikSmés gali biiti kompleksi-
niai skaiciai. Turédami tikrinj operatoriaus iSskaidymag, bet kokia funkcijau € H
galime uzrasyti taip:

u= Z(u: Vi)
=

Trupmeninio laipsnio elipsinj operatoriy A* su parametru 0 < a < 1 apib-
réziame taip:

A=) 2 (w )y
=1

Skyrelyje sprendziama nestacionarioji lygtis su pradinémis saglygomis:

Ju
E+A“u=F, 0<t<T, (1.19)
u(0) =uy, wup€H. (1.20)

Taikant  Furj¢é  metoda, lygties sprendini  galima  uZraSyti

u(t) = XjZ w0y, cia

t
a a a
u;(t) = uoje_’lft + e_lftj; eljsf}'(s) ds,

oo

F(t) = ij(t)lllj; Uy = Zuoj'l’j'
=1

j=1

Toliau yra konstruojama pusiau diskreti schema. Erdvé H pakeiciama baigti-
nés dimensijos erdve Hjp, o operatorius A aproksimuojamas baigtiniy skirtumy
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arba baigtiniy tiiriy metodais. Turi biiti uztikrinta, kad operatoriaus aproksimacija
Ay, bty simetrinis ir teigiamai apibréztas diskretusis operatorius:

Ah: Hh g th Ah = A);l, Ah > CIh, c> O,

¢ia I, yra diskretus vienetinis operatorius. Toliau sprendziamas tikriniy reikSmiy
uzdavinys:

Al =l j =1, (1.21)
Visos jo tikrinés reik§més yra teigiamos:
0<py Spp <=y

tikrinés funkcijos sudaro ortonormuotg erdvés Hy, bazg ir funkcijas U € Hj, galima
uzraSyti taip:

J
U= (U
j=1

Tada diskretusis trupmeninio laipsnio 0 < @ < 1 operatorius A, apibréZia-
mas taip:

]
AZU = > uf (U9
=1

J

Pusiau diskretus Kosi uzdavinys formuluojamas taip:

ouU
[ HARU=F, 0<t<T, (1.22)

Jo sprendinj galima gauti Furjé metodu U(t) = 2521 U (t)l/J]’-’, dia

t
Ui (t) = Uoje_“it + e_“itf e!i*Fi(s) ds,
0

J J
F(O = ) B}, Uy =Y Ui}
j=1 j=1

Sis metodas yra tinkamas praktiniam taikymui, tadiau jis turi trikumuy: jis
tinka tik staciakampéms sritims; reikia Zinoti visas operatoriaus tikrines reik§mes
ir funkcijas; turi biiti galioti greitosios Furjé transformacijos taikymo salygos.
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1.3. Biologiniy jutikliy matematinis modelis su
trupmeninio laipsnio difuzijos operatoriais

Siame skyrelyje apibréziamas biologinio jutiklio matematinis modelis su trupme-
ninio laipsnio elipsiniais operatoriais aprasoma difuzija. (1.3)—(1.6) modelio lyg-
tys uzraSomos taip:

0Sie _ 02 aS. _ (Vi/K)Sie
ot Sie YL+ YT S /K

(1.24)

LI S /K

aP; 92 \“ V,/K;)S;
Jz_DPi'e<——> P+ WVi/KDSie x € (0,d), (1.25)

92 \*
——) Sips (1.26)

9P p 2\* . —
= —Dp,, 347 Pip,x€(d,d+a)i=1m,t>0. (127

Modelio parametrai tokie patys, kaip ir 1.1 skyrelyje, tik papildomai turime
dar vieng parametra — trupmeninj laipsnj . Jis yra svarbus dél to, kad nuo jo prik-
lauso gaunamas biologinio jutiklio signalas, o tai yra svarbu sprendziant atvirks-
tinj biojutikliy uzdavinj, nes nuo signalo priklauso atsako atpazinimo tikslumas.

Disertacijoje nagrinéjamas ir alternatyvus modelis, kai difuzijos koeficientai
itraukiami | nelokalyjj operatoriy:

at

aS; 92 \" V./K,)S;
e __(opg 2) 5, - /Kt (1.28)
ot te 0x2 © 1+ 2j=15j_e /K;
oP;, 92 \" (Vi/K)Sie
€= _(-p, —) P, £ x€(0,d), .
at ( Pie axZ) Le + 1 + Z;rL:lSj'e /KI X ( ) (1 2’9)
9Sip 22 \" 1.30
at _<_Ds“’ W) b 0
aP; 92 \*
— = (—Dpi_b ﬁ> P, x€(dd+a),i=1m t>0 (13D

Modelis papildomas pradinémis ir krastinémis sglygomis:
Sie(x,0) =0, Po(x,0) =0, x € [0,d], (1.32)

Sip(x,0) =0, Piy(x,0) =0, x € [d,d+a), i =1,m. (1.33)
(1.34)
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Si,b(d + a, 0) = Si,O' Pi,b(d + a, 0) = 0, i = 1,m.

S (1.35)
P;.(0,t) =0, Ds, —= =0.

€ 0x ly=o (1.36)
Si,b(d + a, t) = Si,O'
P,,(d +a,t) = 0. (1.37)

Difuzijos ir fermentinio sluoksnio sandiiroje naudojamos klasikinés jungimo
salygos:

3S;. 9Si
ool =D, =2 L Sie(d ) =S;,(d, D), :
Sie Jx ved Sib " gy i l,e( ) z,b( ) (1.38)
OPe| 0Py ~ o
Pie x|y~ PPy |, Pee(d ) =Fip(dt), i=1m. (139)

Biologinio jutiklio atsakas apibréziamas taip pat, kaip ir (1.18) lygtyje.

1.4. Atvirkstinis biologiniy jutikliy uzdavinys ir jo
sprendimo metodai

Turint pakankamai tiksly matematinj modelj, galima spresti tiesioginj modelia-
vimo uzdavinj — uzduodamos pradinés tirpalo komponenty koncentracijos, iSsp-
rendziamos modelio lygtys ir gaunamas simuliuotas biologinio jutiklio atsakas.
Tokie tiesioginiai uzdaviniai yra i$samiai iStyrinéti ir yra sukurta jvairiy efektyviy
skaitiniy metody jiems spresti. Taciau praktikoje atvirk$ciai Zinomas biologinio
jutiklio atsakas, i§ kurio reikia nustatyti tiriamyjy medziagy cheming sudétj. Ki-
taip tariant, i§ simuliuoto atsako reikia nustatyti krastines modelio salygas. Sis
uzdavinys priklauso atvirkstiniy uzdaviniy klasei. Apibrézkime atvirkstinj biolo-
giniy jutikliy uzdavinj naudodamiesi biologinio jutiklio modeliu: i§ matuoto bio-
loginio jutiklio atsako I,,(t), kurio koncentracijos neZzinomos, nustatyti krastines
substraty reik§mes Cy = (S10, ) Sm.0)-

Trupmeninio laipsnio atveju dar kyla klausimas ir dél tinkamos trupmeninio
laipsnio parametro reik§Smés parinkimo. Tai galima padaryti sprendziant papil-
doma atvirkstinj uzdavinj, kai i§ matuojamo atsako kartu su koncentracijomis
nustatomas ir parametras . Manome, kad Sis uzdavinys irgi yra svarbus ir jdo-
mus. Taciau tokiam uzdaviniui spresti reikia realiy biologiniy jutikliy duomeny,
gaunamy atliekant fizinius eksperimentus, ir naujy sprendimo techniky, todél
Sioje disertacijoje jis nenagrinéjamas. Vietoje to laikoma, kad « Zinomas — tyri-
muose apsiribojama keliomis fiksuotomis parametro reikSmémis.
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Standartinis biidas atvirksStiniams uzdaviniams spresti yra maziausiyjy kvad-
raty metodas, kai minimizuojama norma tarp realaus matuoto ir simuliuoto at-
sakuy, kei¢iant krastines biologinio jutiklio tirpalo substraty koncentracijas (Zilins-
kas & Baronas, 2011):

n

Co, = arg minZ([(ti, C) — Im(tl-))z, (1.40)
C

i=1

Cia I(t;, €) yra simuliuotas biologinio jutiklio signalas, kurio krastinés substraty
koncentracijos yra C. Sj uzdavinj galima spresti jvairiais optimizavimo metodais,
tokiais kaip perrinkimas, gradientinis nusileidimas (Dzemyda et al., 2007), DI-
RECT (Jones et al., 1993; Stripinis et al., 2019) ir pan.

Sis atvirkstinis uzdavinys nagrinéjamas Zilinskas & Baronas (2011) straips-
nyje, kuriame naudojamas biologinio jutiklio be substraty konkurencijos modelis.
Kadangi atsako funkcija I(t;,C) kiekvienai koncentracijos reik§mei yra diferen-
cialiniy lyg¢iy sprendinys, kuris gaunamas kiekviename laiko sluoksnyje i§spren-
dus didelés dimensijos tiesing lygtj, tai sukelia problemy atvirkstinio uzdavinio
sprendimui. Tikslo funkcija (1.40) nediferencijuojama ir sunku matematiskai jro-
dyti jos iSkiluma, todél daroma prielaida, kad tikslo funkcija neiskili ir gali buti
multimodali — turéti daugiau nei vieng minimuma. D¢l to lokaliojo optimizavimo
naudojimo galimybés yra ribotos ir straipsnio autoriai sitilo uzdaviniui naudoti
globaliajg optimizacija. Taip pat tikslo funkcijos reikSmiy skai¢iavimas reikalauja
daug laiko.

Taciau daugiausiai sunkumy kyla dél to, kad Sis uzdavinys yra blogai saly-
gotas. Naudojantis Hadamard’o apibrézimu, tai reiskia, kad (1) vienai uzdavinio
jvescCiai yra du arba daugiau sprendiniy ir (2) mazas jvesties duomeny pokytis
sukelia didelj sprendinio pokytj. Biologinio jutiklio uzdaviniui pirmoji savybé ga-
lioja, to poZymis — sutampantys atsakai. Jei dviejy ar daugiau skirtingy atsaky
skirtumy maksimumo norma mazesné uz duota tolerancijos lygj, tada laikome,
kad skirtingas koncentracijas atitinka tas pats atsakas. O antroji savybé svarbi dél
to, kad paklaidy atsiranda nattiraliai — modeliuodami fizikinius procesus, nega-
lime to padaryti tiksliai. Be to, fizinius signalus beveik visada veikia jvairts
triukSmai, todél biitina nagrinéti triukSmo jtaka uzdavinio salygotumui. Tai atlie-
kama tolesniuose darbuose, naudojant dviejy konkuruojanciy substraty modelj
(Baronas et al., 2013) ir tg patj modelj su iSoriniu difuzijos sluoksniu (Baronas
et al., 2014); Siuose straipsniuose atsaky atpazinimo paklaidos papildomai tikri-
namos ir kai atsakus veikia nukrypimai dél temperatiiros poveikio.

Apibrézkime blogo salygotumo savybe naudojantis biologinio jutiklio mode-
liu: jei du biologinio jutiklio signalai I;, I yra arti vienas kito tam tikru atstumu
arba tenkina ||I; — I1|| < € nelygybe, tada atstumas tarp signalus atitinkan¢iy

koncentracijy IICél) — Céz)llz gali buti didelis. Kaip minéta ankséiau, taip gali
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biiti kai signalai yra veikiami triuk§mo. Jeigu dél to biologinio jutiklio atsakas
nezymiai iSkraipomas, jj atitinkanc¢ios koncentracijos gali smarkiai pasikeisti ir
gaunamos didelés atsaky atpazinimo paklaidos. Siekiant jvertinti triukSmo jtaka
atsaky atpazinimo tikslumui, buvo naudotas Gauso pasiskirstymas su nuliniu vi-
durkiu ¢ = 0. Naudoti du triukSmo tipai: adityvus ir multiplikatyvus; Sioje diser-
tacijoje adityvus triukSmas nepriklauso nuo signalo. Adityvaus triuk§mo paveikti
atsakai skaiciuoti pagal formule:

Ian(t;, €) = 1(t;, C) + 0 X, (1.41)
o multiplikatyvaus — pagal formulg:
Lnn (8, C) = 1(t;, C)(1 + 0,X), (1.42)

Cia I(t;, C) — biologinio jutiklio atsako reik§mé laiko momentu t;, kai krastiniy
koncentracijy vektorius yra C. Iy, I, — triukSmo paveikti atsakai. o,, — standar-
tinis triukSmo nuokrypis, X — atsitiktinis dydis, pasiskirstes pagal Gauso skirstinj:
X ~N(0,1).

Blogo sglygotumo jtakos mazinimui naudojama reguliarizacijg (Aster et al.,
2018). Geriausiai zinomas metodas yra Tichonovo reguliarizacija (Tikhonov,
1963; Tikhonov et al., 1995), kai prie (1.40) tikslo funkcijos pridedamas papildo-

mas narys F..,, vadinamas reguliarizavimo funkcionalu — jo panaudojimas lei-

eg»
dzia kontroliuoti sprendiniy variacijas:

n
. 2
Co = argcrnan(I(tiv C) - Im(ti)) + PregFreg (©), (1.43)
i=1

Cia preg — reguliarizavimo parametras, kurj reguliuojant galima pagerinti gau-
namo sprendinio gloduma ir sumazinti jo jautrumga paklaidoms taip, kad origina-
laus ir reguliarizuoto uzdavinio sprendinio savybeés biity panasios. Geriausiai Zi-
nomi reguliarizavimo funkcionalo F.., pavyzdziai — L, ir L, normos:
Freg(x) = ”x”i' i= 1:2

1.5. Pirmojo skyriaus iSvados ir disertacijos
uzdaviniy formulavimas

Siame skyriuje buvo apibrézti amperometriniy biologiniy jutikliy matematiniai
modeliai su klasikine difuzija. Kadangi kyla klausimy dél Sio modelio tikslumo,
buvo sukurtas alternatyvus modelis su trupmeninio laipsnio difuzija. TLEO ga-
lima apibrézti keliais budais, disertacijoje buvo naudota spektriné formuluoté. To-
kiam modeliui spresti reikalingi specializuoti skaitiniai metodai. Norint taikyti
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biologinius jutiklius praktikoje, reikia spresti atvirkstinj biologiniy jutikliy uzda-
vinj. Sis uzdavinys yra blogai salygotas, todél reikia i$siaiskinti triuk§mo jtaka
atsaky atpazinimo kokybei. Norint spresti atvirkStinj uzdavinj su trupmeninio
laipsnio difuzija, reikia papildomai istirti atsaky priklausomybe nuo trupmeninio
laipsnio parametro. Nuo jo priklauso biologinio jutiklio tikslumas.
Pagal iSvadas formuluojami Sie disertacijos uzdaviniai:
1. Sukurti ir i8analizuoti nestacionariyjy diferencialiniy lygéiy su TLEO
sprendimo algoritmus.
2. Gauti biologinio jutiklio atsakus atvirkStiniam uzdaviniui spresti, naudo-
jant tiesioginj modelj su standartine difuzija.
3. I8spresti atvirkstinj biologiniy jutikliy uzdavinj, kai atsakus veikia jvai-
raus tipo ir lygio triukSmai.
4. Istirti biologinio jutiklio modelio su TLEO atsaky priklausomybe nuo ne-
lokaliosios difuzijos trupmeninio laipsnio parametro.






Skaitiniai biologiniy jutikliy modeliy
sprendimo algoritmai ir jy analize

Antrajame skyriuje pateikiami skaitiniai biologiniy jutikliy modeliy sprendimo
algoritmai ir jy analizé. Ji atlikta tiek teoriskai, tiek atliekant skaiciavimo ekspe-
rimentus. Taip pat aptariamos lygiagreciosios metody versijos, pateikiami bei
analizuojami eksperimenty rezultatai. Skyriaus medziaga publikuota Ciegis &
Dapsys (2022); Ciegis et al. (2022); Dapsys & Ciegis (2023); Ciegis et al. (2021)
straipsniuose ir pristatyta NSFDE&A’22 konferencijoje.

2.1. Biologiniy jutikliy modeliy su klasikine difuzija
tiesioginiy uzdaviniy sprendimo algoritmai

Siame skyrelyje aprasomas skaitinis klasikinio biologiniy jutikliy modelio spren-
dimas ir lygiagreciyjy algoritmy taikymas.

2.1.1. Skaitinés schemos ir jy analizé

Biologinio jutiklio lygtys (1.3)—(1.6) sprestos taikant baigtiniy tiiriy metoda, ne-
tiesinés lygtys linearizuojamos pritaikius prediktoriaus-korektoriaus metoda ir

21
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kiekviename laiko sluoksnyje sprendziamos tiesiniy lygc¢iy sistemos faktorizaci-
jos biidu. IS pradziy apibréziami trys diskretieji tinklai: laiko tinklas:
Q,=t" t°=0, t"=t"1+1,n=1,..,T/t,
erdvés tinklas fermentiniam sluoksniui:
0f ={x;: x=0, x;=xj_1+he, j=1,..,N}, 2.1
ir erdvés tinklas difuzijos sluoksniui:
O ={x;: xy,=d, x;=x_1+hy, j=N.+1,..,N}. (2.2)

Erdvés intervalas suskaidytas | N taSky, kurie priskirti biologinio jutiklio
sluoksniams proporcingai jy storiams:

Nd
Ve =] M= e (@3)

¢ia N, yra fermentinio sluoksnio tasky skaicius, Np, — difuzijos sluoksnio tasky
skaicius. Erdvés tinkly zingsniai parinkti taip: fermentiniam sluoksniui
he = d/N,, o difuzijos — hy, = a/N,. Bendruoju atveju tinklas gali buti ir netoly-
gus, tada jo zingsnius Zymeésime taip:

hj_0,5 =Xj— Xj-1, hj = 0,5(hj_0,5 + hj+0'5), j=1,.,N-1.

Apibréziami skirtuminiai operatoriai — vienas pagal laika ir trys pagal erdve:

n n-—1 n n
Y~y Y~ Y
ut =——— o ult =————=
t ] - 'YX ] - h 4
n ‘ n ].7-1'-0’5 n
kT B
dout =L I gn=2J %I
X7 h X ¥ h
j_O!S ]

¢ia uf' — funkcijos u reikdmé taske (t“, xj) € Q, x (02 U OD). Apibréziamas dar
vienas operatorius — vidurkinimas pagal laika:

un—O,S — u}n + u}l_l
J 2
Pazymékime sprendiniy aproksimacijas: S']T,’i — i-tojo substrato aproksimacija
n-tajame laiko sluoksnyje ir j-tajame erdvés tinklo taske. ISJ"L — analogiska i-tojo
produkto aproksimacija. Diferencialinés modelio lygtys aproksimuojamos baigti-
niy tiiriy metodu. Pasirenkamas baigtinis tiiris [x;_q s, X;+0,5] ir Sioje srityje integ-
ruojamos diferencialinés lygtys. Tada integralai aproksimuojami taikant viduriniy



2. SKAITINIAI BIOJUTIKLIU MODELIU SPRENDIMO ALGORITMAI IR JU ANALIZE 23

reik$miy skaitinio integravimo formulg, funkcijy srautai srities krastuose aproksi-
muojami baigtiniais skirtumais, iSvestiné pagal laika aproksimuojama centriniy
skirtumy formule, gaunama tokia skirtumy schema:

(Vi/K)S] %

8,51, = Dg,, 925105 - — I @4
' ' 1+ Zyil S]T,li '
- - Vi/K)ST >
0.P" = Dp. 92pr0S  — L "I i T m 0 <j <N, (2.5)
It e X'J, —-0,5"’ ) ) er
~ ~ '5 .
9,8™ = Dg,, 025,
P = Doy, 25, =T, Ny <j <N @

Kadangi substraty ir produkty koncentracijos normuotos, netiesinio nario var-
diklyje nelieka K;. Apibréziamos pradinés ir krastinés sglygos:

§p =0, B =0, vij, (2.8)
Sni=Ci Py, =0,P3; =0, ¥i,n. (2.9)
Krastinés salygos su i§vestinémis ir jungimo salygos irgi aproksimuojamos

baigtiniy triy metodu, pasirenkant atitinkamus baigtinius tiirius. Prie krasto
x =0 imamas elementas [0,xqs], o dviejy pavirS§iy sandiroje elementas

[*n,—0,5 Xn,+0,5]:

) hel .. (Vi/KDSy7%
Ds, 0,507 % == 0,8+ ————=—=|, (2.10)
" xX+0,0 2 L 1 + Z:Zl S(‘;‘fl 0,5
en—0,5
E (Vi/Ki)Sxe,i 2.11)
~ _0'5)
21+ Zmls};&i

1=
- _ - h, (Vi/KDSy—°
n-o0,5 n-05 _ e Ne,i 2.12
DPi,b axPNe,i - DPi,e afPNe,i - hNe atP;V/le,i - 7 1 + Z:Zl 51:’1_?’5. ( )

an—0,5 &n—0,5 _ &n
DSi,b axSNe‘i - DSi,e aESNe'l —_— hNe atSNe'l +

Diskrecioji  schema aproksimuoja diferencialinj uzdavinj tikslumu
0(z? + h?).
Lygtys substratams yra netiesings, jos sprendziamos iteraciniu algoritmu, ne-

. T &en—0,5k .,
Zinomieji yra S;;
cn—-05k _ gn-1 : i an—0,5k
Sj,i S],l -D azfn_O'S'k _ (VL/KL)Sj,i
0.5T = YSie YxYji 1+Zm Sw’n—O,S,k—l’
' i=1°j,i
sn—050 _ &n—1 _
Sii =S5ji 5 k=1 .. knax
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Kai k;p, 4, = 2, gaunamas prediktoriaus-korektoriaus algoritmas, kuris jau ga-
rantuoja O(7?) tiksluma.

Substraty ir produkty koncentracijy aproksimacijos apskai¢iuojamos perkel-
ties metodu sprendziant tiesiniy lyg¢iy sistemas, kuriy matricos yra trijstrizainés.
Biologinio jutiklio atsakas gaunamas i§ produkty sprendiniy pagal (2.13) formule,
parametrai tokie patys, kaip ir (1.18) lygtyje:

m
I(t,, C) = Z KinFEOD,, 3, P, @2.13)

=1

2.1.2. Lygiagreciosios algoritmy versijos ir jy analizé

Disertacijoje placiai naudojami lygiagretieji algoritmai, nes tai yra bene svarbiau-
sias metodas didelés apimties uzdaviniams spresti. Sio metodo privalumas yra tas,
kad jj taikydami pagreitiname skaic¢iavimus ir efektyviau iSnaudojame kompiute-
rinius iSteklius. Mums svarbu, kaip jvertinti algoritmo iSpleCiamuma — gebéjima
spresti augancio dydzio uzdavinius. Tam matuojamas algoritmo vykdymo laikas
7P gy p procesoriy ir apskai¢iuojami pagreitéjimo bei efektyvumo parametrai
P
= Tl(par) /Tépar) — jis pa-

rodo, kiek karty greiciau atlieckami skaic¢iavimai, lyginant su nuosekliuoju algo-

(Ciegis, 2005). Pirmasis parametras Zymimas S,Sp“”

ritmu. Antrasis parametras zZymimas Ez(,par) = Sl(,par) /p ir jis jvertina, kiek iki
galo iSnaudojami uzimti procesoriai. Jei pagreitéjimas yra tiesinis p atzvilgiu, arba
efektyvumas artimas 1, toks algoritmas laikomas gerai iSpleCiamu.

Norint iSspresti atvirkstinj biologiniy jutikliy uzdavinj, reikia rasti funkcija,
kuri atvaizduoja tiriamus signalus  juos atitinkancias koncentracijas. Disertacijoje
neuroniniy tinkly apmokymui sudaromi atsaky signaly ir atitinkamy koncentracijy
duomeny rinkiniai. Dideliam skaiciui kraStiniy koncentracijy kombinacijy spren-
dziami tiesiogiai uzdaviniai ir apskaic¢iuojami juos atitinkanciy atsaky signalai.
Reikia spresti netiesiniy lygciy sistemas duotajame laiko intervale, taigi skaicia-
vimy apimtis yra labai didelé. Taciau visi Sie uzdaviniai yra nepriklausomi ir gali
biiti sprendziami lygiagreciai.

Uzdavinys turi duomeny lygiagretumo savybe, nes kiekvienas procesorius
gali spresti sistemg atskirai, tik su jam skirtomis krastinémis sglygomis ir jiems
nereikés komunikuoti tarpusavyje. Kadangi kiekvienam procesoriui skirty uzduo-
¢iy apimtis yra mazdaug vienoda, jas paskirstyti galima pagal statinj tvarkarast;.
IS pradziy sudaromas visy krastiniy koncentracijy kombinacijy sarasas ir jas vi-
siems procesoriams paskirstome po lygiai, tada procesoriai skaic¢iavimus su jomis
atlieka tuo paciu metu. Toks uzdavinio sprendimo budas efektyvus, nes komuni-
kacijos tarp procesoriy kastai yra nedideli.
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2.2. Skaitiniai nestacionariyjy uzdaviniy su
trupmeninio laipsnio operatoriais sprendimo
algoritmai

Skyrelyje apraSomi nestacionariyjy paraboliniy uzdaviniy su trupmeninio laipsnio
elipsiniais operatoriais skaitiniai sprendimo metodai, lygiagreciosios jy versijos ir
praktiniai metody taikymo pavyzdziai.

2.2.1. Skaitinés schemos ir jy analizé

Skaitiniy schemy analizé pradédama nuo pusiau diskretaus uzdavinio (1.22) ap-
roksimavimo paklaidos jvercio skaiciavimo. Daroma prielaida, kad sprendinys
yra pakankamai glodus. Paklaida uzraSoma standartiniu biidu (Hundsdorfer &
Verwer, 2003; Samarskii, 2001):

Ju
a_th + A%y, — F = A%y, — (A%0)p, (2.14)
¢ia uy, yra diferencialinio uzdavinio sprendinio projekcija j Hy,. Kadangi operato-
rius yra trupmeninio laipsnio, naudotis Teiloro eilutémis negalima. Tada paklaida
perraSoma naudojant operatoriaus spektrine forma:

Wy (0) =

J o
Wy = Z(uhjﬂfll’? —wAip;) - Z A ujp;.
j=1

J Jj=Jj+1
Antrasis narys yra 0 (h*) eilés priklausomai nuo sprendinio glodumo. Jei no-
rime, kad paklaida biity 0(h?) eilés, turi galioti nelygybés:
L |(un 9l — (w9))| < Ch?,
2. [} =l < ch? 3. |uf - af|<ch? j=1,..,].

Toliau pateikiama visiskai diskretaus uzdavinio sprendimo schema. Apibré-
ziamas diskretusis laiko tinklas:

Q={tt"=t"1+7,_ 4, n=1,..,N, t°=0,tN =T},

ir aproksimuojama iSvestiné pagal laika:

Un+1 _ Un
+ AU = F(t"t9), n=0,..,N—1, 2.15
T h
n

UO = Uo, UO € Vh'

¢ia U™*° yra vidurkinimo operatorius,
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Unts = gU™1 + (1 — o)U™

Kai ¢ = 1, gaunamas neisreikstinis Eulerio metodas, o kai 0 = 0,5, gaunamas
Kranko ir Nikolsono metodas. Pirmojo metodo aproksimacijos eilé pagal laiko
7ingsnj yra 0(t), o antrojo — 0(t?). Jei o < 0,5, gaunama schema yra tik saly-
giskai stabili, 0 jei 0,5 < o < 1, schema bus tik pirmos eilés.

Pastargja diskre¢igja schema jau galima spresti praktinius uzdavinius, kai
TLEO aproksimuojamas taikant Furjé metoda, taciau jo taikymo galimybés ribo-
tos: jis tinka tik tuo atveju, kai turime staciakampg sritj ir lygties koeficientai yra
pastovis. Tod¢l disertacijoje sitiloma aproksimuoti nelokaliuosius operatorius A
lokaliaisiais operatoriais, taikant racionaliosios aproksimacijos metodus.
Diskrecioji schema perrasoma tokiu pavidalu:

(I + o1, ANU™? = U™ + o1, F(t"),
U™ = (I + a1, A8) (U™ + 01, F(t"9)).
Disertacijoje Sie metodai taikomi nauju biidu, kai nelokalusis operatorius
(I + o1, A})~" aproksimuojamas lokaliuoju racionaliuoju operatoriumi 7, _(Ay),
¢ia mg — aproksimacijos nariy skaicius. Funkcija 73, (z) apibréziama taip:

Tmg (2) = Prmg Ej;.

Joje funkcijos pp, , it ¢y, yra laipsnio m, polinomai.
Galutiné skaitinio sprendimo schema uzrasoma taip:
vt =, (A" +otF™),n=1.2,..,N, (2.16)
Vo = u,. (2.17)
Aproksimacijai 73, (z) gauti taikomi BURA (angl. best uniform rational ap-
proximation) metodai, kai maksimumo normoje aproksimuojama funkcija,
1
1+ otz%

f2) =

intervale z € [uy, ;] Disertacijoje nagrinéjami trys metodai. Pirmasis yra AAA
(Nakatsukasa et al., 2018), kuriuo aproksimacija gaunama taip: paimama realiyjy
skaiCiy aibé Z = {zy, ..., Zy } it 1y, , uZraSoma baricentrine forma:

mg f mg
Z wif; Z w;
J/] J
rma—l(z) = / )
Z — Zj Z — Zj
j=1 J ]:1 J
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Cafj=f (zj), j=1,..., M. Aproksimacijos koeficienty skai¢iavimas yra jautrus
apvalinimo paklaidgms, todél to daryti tiesiogiai (pvz. maziausiyjy kvadraty me-
todu) negalima. Sios funkcijos koeficienty ieSkoma, atlickant Zzingsnius
m=1,2,..:

1. Parenkamas atramos taskas z,, € Z, naudojant godZigjg paieska. Taip
aproksimacijos koeficientai randami greiciau nei taikant tradicinius
metodus. Kadangi uzdavinys yra NP sudétingyjy klasés, optimalus
sprendinys sunkiai randamas.

2. Aproksimavimo paklaida minimizuojama likusiyjy atramos tasky ai-

béje ZM = Z\{z,, ..., Z,}, keiliant svorius wy, ..., Wy,
min ||fqm,-1 = Pmg-1llz0m00,  IWllin, = 1.

3. Parenkamas kitas atramos taskas z,, € Z (ma=1) taip, kad netiesiné
lickana |f(z) — 7,,—1(2)| bty didziausia.
4. Ciklas sustabdomas, jei netiesiné lickana pakankamai maza.

Naudodamiesi racionaliosios aproksimacijos forma dalinémis trupmenomis,

Mmq

Fn (2) = G + Zz C"a_ (2.18)

J=1 7

nelokaliojo operatoriaus A} aproksimacija uzraSome taip:
Ma
AL ~ gyl + z & (An—di1) ", 2.19)
=1
Aproksimacijos paklaidai galioja jvertis (Harizanov et al., 2018):

Ma
AF — ol + Z G (An— ;1) || < 0 (e2™ma). (2.20)
=1

Kadangi z yra teigiamas, o tyrimy metu nustatyta, kad &,- <0, j= 1,mg, §i
aproksimacijos forma iS§vengia reikSmiy skaic¢iavimo poliaus tasko aplinkoje (tie-
siniy lygciy sistemy sprendimo atveju tai reiskia, kad matricos determinantas néra
nulinis ar jam artimas). Tada pirminj uzdavinj galime i$skaidyti | m, mazesniy
uzdaviniy; jie yra nepriklausomi, todél juos galime spresti lygiagreciai.

AAA algoritmas buvo iSbandytas sprendziant vienmatj testinj uzdavinj su di-
fuzijos operatoriumi Ap:
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Ujsr = 2U; + Uj_4
h? ’

AU = — xj=jh, j=1,...J—1, x;=1, (2.21)

ir Saltinio funkcija F(t),
-1 0<x <05

Fi(®) = {1 05<x <1’ (2.22)

Parinkti uzdavinio parametrai: tinklelio dydis ] = 256, laiko intervalo galas
T = 0,6, kai trupmeninis laipsnis &« = 0,5,ir T = 0,8, kai &« = 0,25. Nors testinis
uzdavinys yra vienmatis, jo rezultatai reprezentatyviis ir dviejy bei trijy dimensijy
uzdaviniams (Hoftreither, 2020), nes racionaliosios aproksimacijos tikslumas prik-
lauso tik nuo operatoriaus A spektro, o $is priklauso nuo erdveés zingsnio h, bet
ne nuo dimensijos. Sprendinys, gautas AAA algoritmu, fjjn, lyginamas su spekt-
riniu metodu gautu sprendiniu U(x;, t™). Paklaida matuojama naudojant maksi-
mumo norma:

ccl.) = (xj,t'{?g%xwtlu(xj’ tn) - anl-

Kadangi abu sprendiniai gauti diskretizavus erdvés sritj, turésime erdving
paklaida, tac¢iau miisy tikslas yra jvertinti racionaliosios aproksimacijos jtaka, to-
dél tikslaus analizinio sprendinio naudoti nereikia.

2.1 lenteléje pateikiami AAA algoritmo rezultatai. Racionaliosios aproksima-
cijos parametrai tokie: funkcijos (1 + 0,57z%)~! méginiy skai¢ius M = 25000,
kai atitinkamos z reik§més yra i§ intervalo [Apmin, Anmax]- Lenteléje matome, kad
norint pasiekti pakankamai mazg paklaidg, reikia nedaug aproksimacijos nariy:
m, = 6,kait = 0,01; 0,005, irm, = 10, kai t = 0,0025, be to, m,, nepriklauso
nuo a.

2.1 lentelé. Diskreciosios schemos sprendinio paklaidos e (N, J) AAA algoritmui
Table 2.1. The errors e (N, ]) of the discrete solution for the AAA algorithm

T m, =4 my, =5 m, =6 m, = 10
a=0,5 T=06

0,01 2,840 - 1073 1,004 - 10°* 7,207 - 10* 7,208 - 10~

0,005 4,980 - 1073 2,641 10 2,642 - 10 2,642 - 107

0,0025 6,863 - 107 1,109 - 10°* 1,740 - 10 6,755 - 1073
a=0,25 T=08

0,01 1,201 - 1073 9,488 - 107 5,105 - 10°° 5,151 -10°°

0,005 1,374 - 1073 1,399 - 10+ 1,440 - 1075 1,284 - 1073

0,0025 1,421 - 1073 1,577 - 10°* 1,556 - 10°° 3,210 - 10°°
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Antras metodas yra BRASIL (angl. best rational approximation by successive
interval length adjustment) (Hofreither, 2021), kurj taikant, kaip ir AAA atveju,
naudojama baricentriné racionaliosios funkcijos aproksimacija. Remiantis Siuo
metodu, konstruojama BURA schema (2.16)—(2.17), kuri nagrinéjama toliau. Da-
bar analizuojame Sios schemos stabilumg. Pradedame nuo atvejo, kai ¢ = 1. Pas-
tebékime, kad, esant pakankamai mazoms reik§méms Tuf < 1, galioja tokia ne-

lygybe,

(I + AT < <1-0,5tuf.

T+ouf
Tarkime, m, yra pakankamai didelis, kad galioty jvertis.
|(1 +1z%)" ! — rma(z)| <0,5tuf, Vvze [lel]]-
IS nelygybiy gaunamas reikalingas stabilumo jvertis.
|7, AWl < ||7m, (An) — (@ + A2 + 11 + TAD 7 < 1.

Toliau stabilumg jvertinsime eksperimentiskai, spresdami trimatj uzdavinj
(dvimatis uzdavinio variantas pateikiamas Lee (2018))

Ju
% + (=A)*u =F(x,y,z,t,u), (x,y,z) €, (2.23)

Q =1[0,1] x [0,1] x [0,1],

8
F(x,y,2,tu) = t* Z Bi A v
i=1
+2at?*t + t2@) sin3(7x) sin3 (my) sin®(7z) — u,
u(x,y,z,t) =0, (x,y 2) €.
Jo parametrai pateikiami 2.2 lenteléje.

2.2 lentelé. Lygties Saltinio parametrai
Table 2.2. The parameters of the source function

L A; Bi v

1 3m? 27/64 sin(mtx) sin(my) sin(wz)

2 1172 -9/64 sin(mrx) sin(my) sin(3mz)
3 1172 -9/64 sin(mrx) sin(37y) sin(mz)
4 1972 3/64 sin(mtx) sin(3my) sin(37z)
5 1172 -9/64 sin(3mx) sin(wy) sin(mz)
6 192 3/64 sin(3mx) sin(ry) sin(37z)
7 192 3/64 sin(3mx) sin(3my) sin(mz)
8 27m? —-1/64 sin(3mx) sin(3my) sin(37z)
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Sis uzdavinys turi tiksly analizinj sprendinj:
u(x,y,t) = t2%sin3(mx) sin3(my) sin(nz).
Erdvés tinkla O, = @, X @, X W, apibréziame taip:
Ex = {xi: Xi = ihx, i = 0, ...,]x, hx = 1/]x},
Gy = {yj yj =jhy, ] = O, ...,]y, hy = 1/]3/}'
w, ={zj: zx =khy;, k=0,..,], h,=1/],}
Naudojame standartinj trimatj difuzijos operatoriy:
a0 = — (Ui+1,jk - ZU;jk + Uik N Upjsik — 2Uiji + U joq
h h?
x y
N Uijk+1 — 2 }lljzijk + Uij,k—l) (2.24)
V4

Operatorius Ay, turi tokias tikrines reikSmes ir funkcijas (Samarskii, 2001)
(jos pateikiamos, kai (hy = hy, = h, = h):

Vi imr (%0, ¥, 21) = 2V2 sin(xlx;) sin(mmy;) sin(nrzy,), 0 <lm,r <J,,
4 T s s
— — (ein2 (= 2 (2 2 (2
Himr = 33 (sm (2 lh) + sin (2 mh) + sin (2 rh)).
Stabiluma jvertiname apskaic¢iuodami reiskinj:

j
R = max |rn, (%)], 7 = w1 45 (1) = pa)- (2.25)

Schema bus stabili, jei R < 1. Atlikus skaitinius eksperimentus (2.23) uzda-
viniui ir parametry reik§méms a = 0,25;0,5;0,75; t = 107% k =1,..,4 ir erd-
vés tinklams J = (J,, + 1)3, J, = 200; 400, nustatyta, kad stabilumo salyga ten-
kinama. Racionalioji funkcija 7, ~skai¢iuota BURA-BRASIL algoritmu, kai
m, =5;7;10; 12.

Toliau nagrinéjamas schemos (2.16)—(2.17) tikslumas. Lyginame aproksi-
muotos schemos sprendinj V™ su atbulinés Eulerio schemos sprendiniu U™. Abu
uzraSome spektrine forma:

J J
— h — h
Un = urE, V= vl
j=1 j=1

¢ia



2. SKAITINIAI BIOJUTIKLIY MODELIU SPRENDIMO ALGORITMALI IR JU ANALIZE
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yr —ynr1
;.}.M?U]L:F}n’ j=1,...,],

- -1
V' = i, () (2 + 7).
Antrg lygtj galima uzrasyti taip:

n__pyn-1 =1(,,.) —
il A H () Ik P
T T

Schemos aproksimavimo paklaida apibréziama taip:

- Ut =urt nat(u) -1
P2 (y;) = J J +Tma(“1)

T an - an

Pazymékime paklaidos funkcija Z' = Uj* — V", jai galioja lygybe:
Zj' =1, (1) (Zjn_1 + 797 (Hj))-
Pritaike jg iteratyviai, gauname tikslumo jvert;:

IZ7 < e|| P2

T
-1
rma ('u]) -1
— <f — H;zf an = eij,-”- (2.26)

Tolesné tikslumo analizé atlikta eksperimentisSkai. Aproksimavimo paklai-
dos P2 (&) = em, (§)/§ maksimumo normoje pateikiamos 2.3 lenteléje. Naudo-
tas tolygus erdvés tinklas Q,, kai J,, = 200 ir 400; trupmeninis laipsnis & = 0,75;

lygtis integruojama iki laiko T = 1.

2.3 lentelé. BURA-BRASIL schemos (2.16) aproksimavimo paklaidos || (&)||

Table 2.3. The approximation errors ||P?(&)|| for the BURA-BRASIL scheme (2.16)

T | mg, =5 | mg,=7 | m, =10

Jx =200, 29,6 <& < 479970

0,1 5,534 -10°* 2,317 - 10°° 1,977 - 10”7

0,05 4,632 -10* 1,936 - 107 1,652 - 10”7

0,025 3,559 - 10 1,484 - 1075 1,266 - 10”7

0,0125 2,481 -10* 1,033 - 1075 8,813 - 10°®
J, =400, 29,6 < & <1919970

0,1 1,552 - 1073 9,257 - 10°° 1,274 - 10°°

0,05 1,330 - 1073 7,876 - 1073 1,083 - 10°°

0,025 1,056 - 1073 6,196 - 10°° 8,513 - 1077

0,0125 7,673 - 10°* 4,462 - 1075 6,128 - 1077
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Atlikus i$samesne paklaidos P*(€) analize buvo aptikta, kad didZiausios
paklaidos gaunamos dideléms spektrinéms modoms. Taciau praktikoje lygciy
sprendiniai priklauso tik nuo keleto vidutinio dydzio mody. Todél skaitiniai eks-
perimentai buvo pakartoti, naudojant siauresnj spektrinj intervala [u;, 20u,]. Siy
eksperimenty rezultatai pateikiami 2.4 lenteléje.

2.4 lentelé. BURA-BRASIL schemos (2.16) aproksimavimo paklaidos || (&)||
spektriniame intervale [y, 2044 ]

Table 2.4. The approximation errors || P?(€)|| for the BURA-BRASIL scheme (2.16) in
the spectral interval [uy, 20u,]

T | mg, =5 | m,=7 | m, =10

J, =200, 29,6 <& <£592,2

0,1 2,262 - 10°° 8,415 - 1077 8,208 - 10°°

0,05 2,438 - 1075 9,940 - 10”7 8,759 - 10°°

0,025 4,842 - 105 2,000 - 10°° 2,747 - 1078

0,0125 1,037 - 10 4,299 - 106 3,661 - 1078
Jx =400, 29,6 < & <592,2

0,1 3,214 -10°° 1,829 - 10° 6,555 - 1077

0,05 3,644 - 10°° 2,427 - 10° 1,629 - 10”7

0,025 7,427 -10°° 4,246 - 106 5,791 - 1078

0,0125 1,645 - 10+ 9,335-10° 1,247 - 10”7

Matome, kad Siuo atveju tikslumas pageréja. Papildomai buvo atlikti tiks-
lumo eksperimentai (2.23) uzdaviniui; matavome schemos aproksimavimo pak-
laidg maksimumo normoje:

EPD ()= max |V —u(x,y) 20 T)|-
mg ( ) (xi;yjlzk)EQh_l l]k ( 12 y] k )l
Rezultatai pateikiami 2.5 lentel¢je. Trupmeninis parametras ir erdvés tinklas
tokie patys, kaip ir anksciau.

2.5 lentelé. BURA-BRASIL schemos (2.16) aproksimavimo paklaidos Er(,?:m) (1)
(2.23) uzdaviniui

Table 2.5. The approximation errors E,(,ll’:m) (1) of the BURA-BRASIL scheme (2.16)
for the (2.23) problem

T ‘ ES(bura) (T) ‘ Egbura) (‘L’) ‘ El(gura) (T)

], =200
0,1 2,012 1073 2,011 1073 2,012 1073
0,05 1,028 - 107 1,030 - 1073 1,031 -10°
0,025 5,271 - 10 5,472 - 10 5,491 - 10
0,0125 2,232 - 10 3,082 - 10 3,100 - 104
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2.5 lentelés pabaiga

T ES(bura) (T) ‘ Egbura) (‘L’) ‘ El(gura) (T)

], = 400
0,1 1,960 - 1073 1,956 - 1073 1,959 - 1073
0,05 9,711 - 107* 9,742 - 107* 9,771 - 107*
0,025 4512 -10* 4923 -10* 4,940 - 10
0,0125 9.011 - 10°° 2,513 - 10 2,561 - 10

ISnagringje globaliasias uzdavinio paklaidas matome, kad, didéjant aproksi-
macijos nariy skai¢iui m,, paklaidos keiCiasi mazai, todél uztenka imti nedaug
mg, §iuo atveju apie 5. Tai paaiskinti galima taip: zinome, kad globalioji paklaida
susideda is trijy — erdvinés, laikinés ir racionaliosios aproksimacijos. Kadangi ra-
cionaliosios’ trupmenos konverguoja labai greitai — §i paklaida mazéja eksponen-
tiskai, pradeda dominuoti laikinés ir erdvinés paklaidos, o globalioji paklaida jsi-
sotina prie mazy m,. Padidinus erdvés tasky skaiCiy, paklaidos irgi keiciasi
nedaug. Sumazinus laiko zingsnj du kartus, paklaidos sumazéja irgi du kartus —
taip patvirtinamas pirmos eilés konvergavimas pagal laiko zingsnj.

Kai kuriais atvejais matome, kad, m, didinant, globalioji paklaida didéja, pa-
vyzdZziui, kai J,, = 400,7 = 0,0125, o m, didéja nuo 5 iki 7. Galima tokio reiski-
nio priezastis — globaliosios paklaidos dalys gali biiti teigiamos ir neigiamos, kai
susideda dvi didelés paklaidos, bet jos yra prieSingy zenkly, jos kompensuoja
viena kitg ir sumoje gauname mazas paklaidas. Jei globalioji paklaida did¢ja, tai
reiskia, kad viena jos dalis, kuri anks¢iau kompensuodavo kitas, sumazéjo ir toliau
nebekompensuoja.

Trecias metodas vadinamas URA (angl. uniform rational approximation)
(Harizanov et al., 2020). Jj taikydami aproksimuojame funkcija f(z), prie§ tai
pakeite kintamaji & = p,/z:

1 B &x
1+012% &%+ oTué

f(2) = , S E [.“1/#]' 1]-

Tegul 7y, (§) yra funkcijos §* BURA aproksimacija intervale [0,1]. Tada
URA aproksimacija apibréziama taip:
Ting (§)

fma (E) = fma (f) i ar,u‘f'

(2.27)

Dabar galime sudaryti diskreciaja schema:

vt =y (A )V + 0tF™), n=12,..,N,
Vo = Uu,. (2.28)
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Naudodamiesi racionaliosios funkcijos forma dalinémis trupmenomis:

Cj

Ting (§) = Co + ; —a (2.29)

gauname m, uzdaviniy, kurie yra nepriklausomi vienas nuo kito ir juos galima
spresti lygiagreciai:
mq
v =¢co(V* 1 + o1F™) + Z GG,

j=1
¢ia funkcijos Gj" yra tokiy uzdaviniy sprendiniai,
(ulp — djAR)Gl = Ay(V™t + 0TF™), j=1,..,mg.

URA tipo schemos turi privalumg, kad funkcijos £¢* BURA skleidinj reikia
apskaiciuoti tik vieng kartg — ji tinka jvairiems difuzijos operatoriams, laiko zings-
niams ir i§vestiniy pagal laikg aproksimavimo metodams. Taciau Sios savybés
nauda mazéja atrandant naujus BURA tipo aproksimacijos algoritmus.

IsSvedame URA schemos (2.27) stabilumo ir tikslumo jvercius, kai o = 1.
Schema bus stabili, jei galios nelygybé:

[Fing (247 < 1.

Toliau apsiribojama skaitinio kriterijaus skai¢iavimais (2.23) uzdaviniui:

_ - J
— 1 —
R= 021]?‘;§(|rma(#12j )z =m+ E(”J ~ H)-
Stabilumo salyga R<1 tenkinama parametry reikSméms
a =0,25;0,50,75; T =10"% k =1,..,4 ir erdvés tinklams | = (J, + 1)3,
Jx = 200; 400. Racionalioji aproksimacija skai¢iuota BURA-BRASIL algoritmu,
kaim, = 5;7;10; 12 intervale § € [y /u; ,1].
Nagrinéjame schemos tikslumg. Aproksimacijos paklaida apibréziama taip:
Ur—ut mat(u/py) -1
T _J J mq \F1/Hj
V() = ———+—"— itk
- (frﬁi(ﬂl/ﬂj) -1

T

- ,4?‘) UM = &, UT. (2.30)

Irase (2.27) | Sig formulg, gauname:
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_ us

fma (P‘l /u j
Matome, kad paklaida nepriklauso nuo laiko Zingsnio — ji priklauso tik nuo
aproksimacijos eilés m,.
2.6 lenteléje pateikiamos URA-BRASIL schemos aproksimavimo paklaidos
maksimumo normoje:

Em, () = &, (W) /1.

Eksperimentams naudoti erdvés tinklas Q,, kai J,, = 200 ir 400, ir trupme-
ninis laipsnis @ = 0,75. Racionalioji funkcijos &% aproksimacija skaiciuota
BURA-BRASIL algoritmu intervale § € [u;/p;,,1]. Matome, kad URA-BRA-
SIL schemos tikslumas panaSus | BURA-BRASIL schemos, todél abi yra reko-
menduotinos praktikoje.

2.6 lentelé. URA-BRASIL schemos (2.28) aproksimavimo paklaidos ||Ema I
Table 2.6. The approximation errors ||Ema|| of the URA-BRASIL scheme (2.28)

mg =5 ‘ mg =7 | m, = 10
Jx =200, 29,6 < pu < 479970
7,050 - 10°* | 2,961 - 10°° | 2,524 - 107
Jx =400, 29,6 < pu < 1919970
1,914 - 107 | 1,155 - 10 | 1,587 - 10

Toliau atliekama stabilumo ir tikslumo analizé Kranko ir Nikolsono BURA
schemai (Hundsdorfer & Verwer, 2003), kurig gauname j schemg (2.16)—(2.17)
jras¢ 0 = 0,5.

1
V™ = i, (Ap) (VP 4 05TF"2),n = 1,2, ., N. 2.31)

Ja perrasome patogesniu pavidalu,

_n-1 1
V' 2 =1 (Ay) (V”‘l + 0,5rF"‘E>,

1
yn =2y 2 _yn-1, (2.32)

Tokia schemos forma leidzia lengviau atlikti stabilumo analizg, dél sudétin-
gos originaliosios schemos stabilumo faktoriaus priklausomybés nuo dideliy tik-
riniy reikSmiy. Pagal procediirg, turime jvertinti normg |27, (Ap) — Ip||. Tai vél
padarome naudodamiesi skaitiniu kriterijumi (2.23) uzdaviniui:
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R = max|2rn, (%) = 1], 7 =wm + ]E (1) = ).

Stabilumo sglyga R <1 galioja visoms tirtoms parametry reikSméms
a =0,25;0,50,75; 1 =10"%,k =1,...,6 ir erdvés tinklams J = (J, + 1)3,
J = 200; 400. Racionalioji aproksimacija gauta BURA-BRASIL algoritmu, kai
m, = 3;5;7;10; 12.

Atlikti tyrimai leidZia pateikti rekomendacijas metodams parinkti. Palyginus
rezultatus AAA, BURA-BRASIL ir URA-BRASIL schemoms matyti, kad jos vi-
sos turi panasy tiksluma. Kaip jau minéta, URA schema pranasesné tuo, kad ga-
lima sutaupyti laiko, skai¢iuojant jai reikalingg BURA skleidinj tik vieng karta,
taCiau §i savybé tampa vis maZziau naudinga, nes kuriami vis efektyvesni algorit-
mai. Praktiniams taikymams Sios disertacijos autorius rekomenduoty BRASIL
metoda, nes jis yra naujesnis uz AAA, todél turéty biti greitesnis ir tikslesnis.

Alternatyva BURA metodams yra nelokaliosios lygties Dirichlet-Neumann
atvaizdavimu j singuliaria, lokaliaja elipsing lygtj paremti metodai. Vienas i$ jy
yra iSplétimo metodas (Nochetto et al., 2016), kai pradinis uzdavinys praplecia-
mas, jvedant papildoma dimensija. Tada sritis ) pakeiiama begaliniu cilindru
Q % (0, o), kuriame sprendziama lygtis

0 ounte —~

—@<ys 3y > +ySA, U™ =0, x€Q, ye(0,Y), (2.33)
] finto 1

—:}/ILI}) yS = da <F(tn+a) — E(Un-'-aly:O — Un)> , X€Q,

g =0, (xry)e(@axO)u@x{y=Y},
dlas=1-2air
NG9

d. = 21—20.'
“« I'(a)

Kadangi naujojo uzdavinio sprendinys pagal y koordinate gesta greitai, ga-
lima imti baigtinj intervalg. Originalaus uzdavinio sprendinj gauname, kai
y = 0:

Unto(x) = U™*9(x,0), x € Q.

Papildomai dimensijai naudojamas netolygus tinklas su parametru y > 1 —
tinklas tankesnis prie srities krasto y = 0, tada tasky reikia maziau (Hofreither,
2020; Nochetto et al., 2016):



2. SKAITINIAI BIOJUTIKLIY MODELIU SPRENDIMO ALGORITMAI IR JU ANALIZE 37

iy .
yj = Y(m—a> , j=0,..,mg,. (2.34)

Tada, pritaike baigtiniy tiiriy metodg, sudarome sprendimo schema:
Ji+172(0") = Jj-1/2(0*7) + 57 (AnU™7) = 0, x €0, (235)
j=1m, -1,

Jya(079) = d(F@7) = —(O3* %), x €0,
Upto=0, xe€Q,

Cia srautas ir §° apibréziami taip:

~ . 1 1
] (ﬁn+a) — .S U]T}"-'-la B an+¢7 ~s _ y1$:1/2 B ij_+1/2 s+1 _
Jxi/2 Yir1/2 Vier =y s+1 »mz

Ja sprendziame tikrinio iSskaidymo metodu:
Jis12(@) = Jjc1p(@) =Py, j=1,..,mg—1, (2.36)

1
Ji/2(@)) + dg E‘Dzo =¥ mPo,
q)lm = 0,
¢ia {ng, .-, Mm, } yra tikrinés reikSmes, o {@y, ..., Py, } — jas atitinkantys tikriniai
vektoriai. Lygties sprendinys uzrasomas tokia forma:
mg—1
gnt+o = Z W ()®,(y;), j=0,..,m,. (2.37)
1=0
Jo koeficientai W/**?(x) gaunami i§sprendus m, diskre¢iyjy uzdaviniy:
1
(I + AW = &y d,, (F(t"“’) + ;Un), [=0,..,my—1,
n
o originalaus uzdavinio sprendinys bus,
mg—1 L
gr+e = i dg(ml + A7 (F(E™) + —0U™).  (2.38)

ot
1=0 n

Jo pavidalas panaSus | AAA arba BRASIL atvejus su m, nepriklausomy uz-
daviniy. Taigi, nors uzdavinys pasidaro sudétingesnis, jis gerai tinka lygiagretini-
mui.
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Sio metodo tiksluma tikrinome spresdami (2.21) uzdavinj — 2.7 lenteléje ma-
tome rezultatus. Naudojome tokius parametrus (Hofreither, 2020): praplétimo in-
tervalo galg Y = 3 ir netolygaus tinklo parametra y = 12, kai @ = 0,25,iry = 5,
kai @ = 0,5. Siam metodui gaunamos paklaidos panasios j AAA algoritmo pak-
laidas, kai @ = 0,5, taciau ¢ = 0,25 atveju aproksimacijai reikia daugiau nariy.

2.7 lentelé. Diskreciosios schemos sprendinio paklaidos e (N, J) i§plétimo metodui
Table 2.7. The errors e (N, ]) of the discrete solution for the extension method

T mg, =5 m, = 10 m, = 15 m, = 20
a=0,5 T =06 y=3
0,01 2,468 - 1073 6,945 - 10* 7,210 - 107* 7,208 - 10°*
0,005 2,464 - 1073 2,482 - 10 2,643 - 10 2,642 - 107
0,0025 2,463 - 1073 5,991 -10°° 6,760 - 107° 6,756 - 107
m, = 20 m, =40 m, = 80 m, = 160
a =0,25 T=08 y= 12
0,01 2,999 - 1073 7,230 - 10°* 1,846 - 10* 5,954 - 107
0,005 2,894 - 1073 7,190 - 10 1,805 - 10 4,522 - 107
0,0025 2,894 - 1073 7,179 - 10* 1,795 - 10* 3,976 - 10°°

2.2.2. Skaidymo metodai

BURA metodais paremta dar viena svarbi metody klas¢ — skaidymo metodai (Ha-
rizanov et al., 2018). IS pradziy aptarsime standartinj adityvy skaidymo metoda,
paskui aprasysime jo modifikacijas. Taikydami adityvy skaidymo metoda, i$skai-
dome operatoriy A}, i dvi dalis: klasikinj elipsinj ir neigiamo trupmeninio laipsnio

Un+1 _ Un

- + AP A, U™ = F(e9), (2.39)
n

¢ia f = 1 — a. Pastaroji savybé svarbi, nes tokie operatoriai yra aprézti ir juos
aproksimuojant gaunama mazesné paklaida. Tam naudojamas AAA algoritmas,
nors galima rekomenduoti ir BRASIL metoda. Operatorius A;B aproksimuojamas

Rma(,g):
R, (B) = col + Z ¢ (An —d;1) ",
=1

Tada lygtis uzraSoma taip:
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Mmq
Un+1 _ Un
T— + Z B;:}AhUn"'a — F(tn+0)_
n -
j=1

Kadangi visi operatoriai lygtyje komutuoja, ji sprendziama klasikiniu skai-
dymo algoritmu:

gnj — gni-1

+ By jAp(cU™ + (1 — 0)T™1) = F(t™*9),

Tn mg+1
¢iaj = 0,1, ..., m,. Sprendinys gaunamas atliekant zingsnius:

~n,—1

1. 0" =U"
= ~nj—1 0T,
Jj=0,m,.
3. Un+1 _ Un,ma,

v

cia
Do=1, Dj=Ap—djl, j=1,..,m,

Sio metodo lygiagretinimo strategija tenka keisti, nes visi skaidymo Zingsniai
yra atlickami nuosekliai, vienas po kito. Tada lygiagreciai skai¢iuojame vieno
laiko sluoksnio realizavimo algoritmga (t. y. tiesiniy lygciy sistemy sprendimo al-
goritmus). Skaidymo metodas turi jvairiy modifikacijy, dvi naujos pateikiamos
Sioje disertacijoje. Pirmoji modifikacija leidzia apskai¢iuoti Saltinio jtaka atskirai.
Lygtis iSskaidoma | stacionarigjg ir homogenine dalis:

AGWTHT = F(t7F9), (2.41)
Vn — UTL _ WTL+0’
Vn+a _pyn
+ AJynto =, (2.42)
0Ty,

Un+¢7 — Vn+¢7 + Wn+a.

Naudodami tokig schema, gauname didesnj sprendinio tiksluma, ta¢iau uzda-
vinio apimtis padidé¢ja du kartus, nes sprendziami du nelokalieji uzdaviniai. Jei
Saltinis stacionarusis, tai §j nelokalyjj uzdavinj sprendziame tik vieng karta.

Skaidymo metodo ir (2.41)—(2.42) modifikacijos jtaka sprendinio tikslumui
buvo nagrinéjama eksperimentiskai, sprendziant (2.21) uzdavinj. 2.8 lenteléje pa-
teikiami rezultatai. Racionaliajai aproksimacijai naudotas AAA algoritmas. Ma-
tome, kad tikslumas yra didesnis, tai galima paaiskinti tuo, kad aproksimuojame



40 2. SKAITINIAI BIOJUTIKLIY MODELIU SPRENDIMO ALGORITMALI IR JU ANALIZE

apréztg operatoriy. Lenteléje dar pateikiamos modifikacijos paklaidos, kurios pa-
rodo, kad §i modifikacija padidina sprendinio tiksluma. Kadangi $altinis staciona-
rusis, sprendimo iteracijy skaicius islieka toks pats.

Antroji nauja skaidymo metodo modifikacija — lygtis skaidyti pagal kitus fi-
zikinius procesus, pavyzdziui, taip:

du 1 _ 1
T (t"*i), U™ =un, th<t<t"'z, (2.43)
1 1
UTL+§ =0 (tn+i) ,
2 1 2 1
n+z n+z n+z n+z
Utttz —u 3+ LU 3+U 3:0 (2.44)
oT h 2 ’
n
I 1 1 2 1
‘fi—g =F (t”*i), U (t”*i) =U™3, "'z <t <t
Untt = g(enth). (2.45)

Sis metodas turi du privalumus: (1) uztenka spresti tik viena nelokalyjj uzda-
vinj ir (2) netiesinius uzdavinius, kuriuos galime spresti efektyviai, pasitelkdami
paprastyjy diferencialiniy lyg¢iy sprendimo metodus, pritaikytus konkre¢iam ne-
tiesiSkumo tipui.

2.8 lentelé. Diskreciosios schemos sprendinio paklaidos e (N, J) modifikuotam
skaidymo metodui
Table 2.8. The errors e (N, J) of the discrete solution for the modified splitting method

T m, =6 m, = 10 m, = 15
a= 0,5 T=06
0,01 3,746 - 10°° 9,103 - 10° 47760 - 10°
0,005 1,993 - 10°° 7,559 - 10°° 4,079 - 10°
0,0025 5,870 - 10° 2,660 - 10° 1,465 - 10°
Stat. 4,586 - 10°° 6,187 - 1078 1,149 - 1071
m, =6 m, = 10 m, =15
a= 0,25 T=08
0,01 2,637 - 10°° 1,103 - 10°° 8,124 - 1077
0,005 2,637 - 107 2,762 - 1077 2,072 - 1077
0,0025 2,517 - 1075 8,281 - 10°® 5,599 - 108
Stat. 2,428 - 1075 2,520 - 1078 8,445 - 107°
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2.2.3. Prediktoriaus-korektoriaus metodas

Nagrinékime lygtj, kurios $altinis priklauso nuo sprendinio ir erdvés tasko:

du
—HARU=F(otU), 0<t<T,x€q, (2.46)

U) =Uy, Uy€Vy,

¢ia F yra reakcijos narys. Si lygtis bendruoju atveju gali biiti netiesiné. Lygties
sprendimo schema:
UTL+G _ UTL
+ A%UTHU — F(x, tn+a’ Un+0')_ (2.47)
0Ty,
Visi anksciau aptarti metodai tinka ir tokio tipo lygtims — tam reikia lygtis
linearizuoti. Disertacijoje tai atlickama naudojant prediktoriaus-korektoriaus al-
goritma:

Un+¢7,k _ Un

+ A%Un"'d'k - F(x, tn+cr’ Un+cr,k—1), k=1,..,K, (2.48)
0Ty

gia UMIk = gUtLEk 4+ (1 —g)U™. Jei taikome & algoritma, uzdavinio
apimtis padidéja K karty. Kai K = 2 ir 0 = 0,5, metodas garantuoja antros eilés
tiksluma pagal laikg. Jei K didintume toliau, nors netiesinio Saltinio skai¢iavimo
tikslumas didéty kartu su uzdavinio apimtimi, visos schemos tikslumo eilé i§likty
antra, todél K toliau didinti neverta.

2.2.4. Biologinés plévelés formavimosi uzdavinys

Bendros analizés procediiros i§ Ciegis & Dapsys (2022) straipsnio nauda de-
monstruojama sprendziant praktinj uzdavinj — dvimatj biologinés plévelés forma-
vimosi modelj, paremtg Alleno—Cahno lygtimi (Jornet, 2021; Tijani & Appadu,
2022):

ou

% +D(-A)* =ru(l—uw)(u—y), (2.49)

(x,y) €Q=1(0,1)x(0,1), te(0,T],

¢ia D — difuzijos koeficientas, r — populiacijos augimo koeficientas, y — populia-
cijos iSnykimo slenkstis. Pradinés salygos apibréziamos taip:

u(xryl 0) = uo(x;J/), (x;Y) € [071] X [011]
Naudojamos homogeninés Dirichlet krastinés salygos srities () kraste:

ulx,y,t) =0, (x,y)€aQ, te(0,T].
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Disertacijoje siekiama rasti antros eilés tikslumo sprendimo schema, kuria
galima spresti bendra tokio tipo uzdavinj su nelokaligja difuzija. Lokaliojo difuzi-
jos operatoriaus diskretizacija vykdoma taip pat, kaip ir anks¢iau — baigtiniy tiiriy
metodu, pa¢mus diskretyjj erdvés tinklg w, X w,,.

Sudaroma simetriné skaidymo schema:

di 1 _ 1
T F (X, t"*z, U), o™ =unr, th<t<t"'z, (2.50)
1 1
UTL+§ — ﬁ (tn+§) )
Un+§ Un+% Un+§ Un+%
;4_14“;:0 (2.51)
T h 2 ’
1 1 2 1
C;—Lt’ =F (X, t"*z, U), U (t"*i) =U™3, "'z <t <t
U™t = gent. (2.52)

Ji turi du privalumus; pirmas — yra efektyviy diskretizacijos laike metody,
pritaikyty konkrecioms netiesinéms funkcijoms. Disertacijoje taikomas predikto-
riaus-korektoriaus metodas:

UTH'%,O — Un’
1 1 1 1
Un+§,s+1 =U" + %rUn+§,s (1 _ Un+§,s) (Un+§,s _ ]/) L s=0,1,
1 1
U™t3 = 20™3% -y, (2.53)

Antras privalumas — reikia spresti tik vieng nelokalyji uzdavinj kiekvienu
laiko momentu. Sie uzdaviniai sprendziami Kranko ir Nikolsono metodu su
BURA-BRASIL. Naudojantis analizés procediira, nebereikia analizuoti stabilumo
ir tikslumo — tg Siai schemai atlikome anksc¢iau. Schema turi antros eilés tikslumag
pagal laikg ir pagal erdve.

Schemos efektyvumas iliustruojamas praktiniu pavyzdziu, kai sprendziamas
biologinés plévelés uzdavinys (Chen & Kojouharov, 1999; Tijani & Appadu,
2022) esant tokiai pradinei salygai:

2
u(x’ Yy, 0) = Z Cp e_Wp”X_XP”Z’
p=1

ir parametrams X = (x,y), C; =0,68, C, =065 w; =60, w, =100,
X; = (0,35;0,60), X, = (0,48; 0,45). Lygties koeficientai r = 200, y = 0,05 ir
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D = 0,0002. 2.9 lentel¢je skaidymo schemos (SS) konvergavimo greitis lygina-
mas su kity dviejy schemy i$ (Tijani & Appadu, 2022) straipsnio — nestandartinés
baigtiniy skirtumy (NSFD) ir iSreikstinés Eulerio (EE) schemy greiciais. Lygtys
sprestos iki laiko t = 0,01, laipsnis o = 1, erdvés zingsnis h = 0,02. Matome,
kad skaidymo schema turi antros eilés tikslumg ir yra tikslesné uz kitus taikytus
metodus. Be to, jei trupmeninis laipsnis 0,2 < a < 0,75, uztenka imti m; < 5
aproksimacijos nariy BURA-BRASIL algoritmui, kad gautume tokj patj tiksluma,
kaip ir visiskai diskretaus nelokaliojo uzdavinio.

2.9 lentelé. Skaidymo schemos (2.50)—(2.52), NSFD ir isreikstinio Eulerio metody
aproksimavimo paklaidos E (7) bei konvergavimo grei¢iai p(t)

Table 2.9. The approximation errors E (7) and convergence rates p(t) for the (2.50)—
(2.52) splitting scheme, NSFD and explicit Euler methods

T Egs(7) p(r) Enspp(T) p(7) Epp(7) p(z)
2,50-107 1,858:10* 1,926 3,403-1072 0,290 1,443-1072 0,786
1,25-103 4,763-10°° 1,964 2,347-1072 0,536 7,875-1073 0,874
6,25-10 1,201-107 1,988 1,423-1072 0,722 4,134-10°3 0,930
3,13-10* 2,964-10°° 2,018 7,913-1073 0,846 2,121-10°3 0,963

2.2.5. Lygiagreciosios versijos ir jy analizé

Kadangi lyg¢iy su TLEO uzdaviniai sunkesni dél elipsinio operatoriaus neloka-
lumo, o praktikoje daznai reikia spresti lygtis su daugiau matmeny nei vienu ir tai
padaryti kuo didesniu tikslumu, naudinga sprendimui naudoti lygiagreciuosius al-
goritmus. Didelis dimensijy skai¢ius ir didesni tikslumo reikalavimai yra svar-
biausi veiksniai, kurie lemia didesnes laiko sanaudas. Disertacijoje sickiama §j
laikg iSnaudoti kuo efektyviau, todél naujieji skaitiniai sprendimo algoritmai ku-
riami taip, kad jie turéty geras lygiagretumo savybes. 2.2.1 skyrelyje minéta, kad
BURA ir iSplétimo algoritmy uzdaviniai lengvai lygiagretinami, todél jiems tinka
standartiniai lygiagretinimo metodai (Kriauziené et al., 2020). Taciau skaidymo
algoritmy uzdaviniai priklausomi vienas nuo kito ir jy negalima spresti lygiagre-
¢iai, todél lygiagretinamas tik gaunamy tiesiniy sistemy sprendimas. Tam galima
naudoti jau esamas bibliotekas tiesinéms sistemoms spresti — disertacijoje pasi-
rinktas AGMG daugiatinklis sprendiklis (Notay, 2012). To privalumai — biblio-
teka optimizuota naujausiai kompiuterinei jrangai ir joje yra pakankamai para-
metry, norint pritaikyti ja specifinéms sprendziamo uzdavinio reikméms. Kita
vertus, skaidymo metodai turi didesn;j tiksluma, todél neiSvengiamai kyla klausi-
mas, koks algoritmas geriausiai tinka konkrec¢iam uzdaviniui.

Skaitiniuose eksperimentuose naudoti keturi algoritmai, i$ kuriy trys pasku-
tiniai yra nauji: pirmasis yra AAA algoritmas (2.19). Antrasis yra modifikuotas
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AAA, kai (2.19) metodu sprendziamos lygtys, iSskaidytos pagal (2.41)—(2.42) for-
mules. Tam reikia aproksimuoti kitg funkcija:

fo(z)=2"% z>0.

Jos AAA aproksimacija bus tokia:

Ma2
N, (z) ¢;
(7)) =—e2 L —¢ +Z L (2.54)
Maz Dmaz (Z) ° i=1 zZ- d}
o sprendimo schema uZraSoma taip:
Un+1/2,0 — Un’
Mg
wrr/zk = [ a1+ Z &(An — &j,)‘l F(X, tn+1/2, fn+1/2k-1) (2.55)
j=1
I‘}n — ﬁn _ Wn+1/2,k
Ma
~ -1 ~
izl = el + Z ¢i(An —d;I) "~ |V™, (2.56)
j=1
U‘n+1/2,k — Vn+1/2,k + Wn+1/2,k k=1 .. K
gntl = 2 gnt1/2K _ jn (2.57)

Treciasis algoritmas yra modifikuota adityvi skaidymo schema, paremta
(2.40) ir (2.41)—(2.42) metodais. Schemos lygtys:

["jn+cr,0 — Un,
Maz

Wnrok = | gl + Z &(An —d;1)" |F(x, tnte, gnvok1), (2.58)
j=1

Vn—l/ma,k — l"]’n _ Wn+o,k
Vn+j/ma,k _ Vn+(j—1)/ma,k

Dp,; =y + A T/ Mak = 0, j=0,..,m,, (2.59)

yn+ilmak — ppn+i/mak _ yn+(-1)/mak j=0,..,mg,

gntok = pn+ik L jpn+ok =1 K,
gntl = yntlK 4 pyntok,

Ketvirtasis algoritmas yra simetriné skaidymo schema (2.43)—(2.44), kurioje
TLEO aproksimuojamas naudojantis Furjé metodu su FFTW biblioteka (Johnson
& Frigo, 2007). Tokie metodai parinkti dél to, kad jie yra paremti lengvai lygiag-
retinamais AAA ir FFTW algoritmais.
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Pabréztinas vienas svarbus taikomy metody aspektas, kad sprendziamy uz-
daviniy skaicius priklauso nuo taikomo metodo: modifikuotam AAA ir adityviam
skaidymo metodams reikia spresti du nelokaliuosius uzdavinius, o visiems ki-
tiems metodams uztenka tik vieno. Be to, jei turime netiesinj lygties Saltinj, atlie-
kamos prediktoriaus-korektoriaus iteracijos ir uzdavinio skai¢iavimo apimtis pa-
did¢ja dvigubai. Dél to lygiagreCiyjy algoritmy svarba uzdaviniams su TLEO
iSauga dar labiau.

Siame skyrelyje testuojamas lygiagre¢iyjy TLEO lygéiy sprendimo metody
tikslumas ir iSpleCiamumas. Algoritmai testuojami su trimis uzdaviniais: pirmi du
yra trupmeninio laipsnio difuzijos uzdaviniai, o trec¢ias — Gray—Scott lygciy sis-
tema.

Pirmasis uzdavinys aprasytas (1.19) lygtyje ir skirtas algoritmy tikslumo
analizei. IS pradziy gauti kontroliniai rezultatai spektriniam metodui, kuris parem-
tas FETW biblioteka (Johnson & Frigo, 2007). Saltinis buvo apskai¢iuojamas tai-
kant prediktoriaus-korektoriaus metods. Pradzioje buvo fiksuojami parametrai
a = 0,5irJ, = J, = J, = 1024, ir lygtis integruojama su skirtingais laiko Zings-
niais iki laiko momento T = 1. Maksimalios paklaidos pagal laiko Zingsnj T yra:

e(0,1) = 2,1089 - 107%,¢(0,05) = 5,8807 - 1075,¢(0,025) = 1,4636 - 107>,

Paskui buvo fiksuojamas t = 0,002 ir lygtis sprendziama skirtingiems J,;
paklaidos pagal tasky skaiciy yra:

e(16) = 6,6590 - 1073, e(32) = 1,6582 - 1073,
e(64) = 4,1406 - 1074, e(128) = 1,0341 - 10~*.

I8 pateikty duomeny matome, kad §is metodas turi antros eilés tiksluma pagal
laikg ir erdve. Toliau buvo nagrinéjamas AAA algoritmo (2.19) ir jo modifikacijos
(2.55)—(2.57) tikslumas. Paklaida skai¢iuota pagal maksimumo norma. Funkcijai
aproksimuoti buvo parinkti M = 50 000 tasky i§ intervalo [Apmin Anmaxl-
2.10-2.11 lentelése pateikiami metody rezultatai.

2.10 lentelé. AAA algoritmo (2.19) paklaidos, kai « = 0,75;0,5; 0,25 ir kei¢iamos
parametro m, reikSmés. FFT — spektrinio metodo paklaidos

Table 2.10. The errors for the AAA algorithm (2.19) for different fixed values of ¢ and
changing values of m,. FFT — the errors for the spectral method

a mg, =5 mg, =7 m, =10 mg, =12 FFT
0,75 | 6,623 -10* 1,603 - 107° | 4,199-107° | 4,127-10° | 4,154-10°
0,50 | 6,920 -10% | 8848103 | 2,577 -10° | 2,393-10° | 2,545 1073
0,25 | 1,267 -103 | 5087 -10* | 4,142-10* | 4,171-10* | 4,149 -10*
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Matome, kad norint pasiekti optimalias paklaidas, reikia imti nedaug, apie 10,
aproksimacijos nariy. Tas pats galioja ir modifikuotam algoritmui, tik jo tikslumas
Siek tiek didesnis. Toliau pateikiami adityvaus skaidymo metodo (2.58)—(2.59)
rezultatai (2.12 lentelé). Matome, kad Siuo atveju gaunamas didesnis tikslumas,
kaia =0,51ir a = 0,75.

2.11 lentelé. Modifikuoto AAA algoritmo (2.55)—(2.57) paklaidos, kai

a = 0,75;0,5;0,25

Table 2.11. The errors for the modified AAA algorithm (2.55)—-(2.57) for different
values of

a m, =5 m,=7 m, =10 m, =12 m, =15
0,75 | 9,960 -10° | 4430 -10° | 4,119 -10° | 4,175-10° | 4,102-10°
0,50 | 1,982-10* | 2,536-10° | 2,543 -107° | 2,582-107 | 2,421-107
0,25 | 2,351-10% | 3,970-10* | 4,150 -10* | 4,140-10* | 4,189 -107*

2.12 lentelé. Adityvaus skaidymo metodo (2.58)—(2.59) paklaidos, kai

a = 0,75;0,5; 0,25 ir kei¢iamos parametro m, reikSmeés
Table 2.12. The errors for the additive splitting method (2.58)—(2.59) for different fixed
values of @ and changing values of m,

a mg,=5 mg,=7 m, =10 m, =12 m, =15
0,75 | 3,144-107° | 7,124-10° | 8155-10° | 7,866 -10° | 8,189 -10°
0,50 | 1,338-10* | 2,299 - 107 1,569 - 107 1,561 - 1073 1,553 - 1073
0,25 | 2,930-10* | 4,153-10* | 4,163 -10* | 4,163 -10* | 4,164 -107*

Antrasis uzdavinys skirtas algoritmy i§ple¢iamumo testams:

9
6—1: + (=0)%u = F(x,y,7),

u(x,y,z,0) =0,

(x,v,2) € Q= (0,1) x (0,1) x (0,1),
(x,y,2z) € Q,

u(x,y,z,t) =0, (x,y,z) €0Q, t>0, (2.60)
¢ia Saltinio funkcija yra:
(1,  jei(x—105)(y—05)(z—-0,5)>0;
Floy.2) = {0, Kitur. (2-61)

Tyrimui atlikti buvo parinktos tokios parametry reikSmeés: tasky skaicius
tinklo krastin¢je J, = J,, = J, = 201, laiko Zingsnis 7 = 0,5. Skaiiavimams at-
likti naudoti du Intel® Xeon® E5-2630V4 procesoriai (po 10 branduoliy, taktinis
daznis 2.20 GHz) (Intel, 2022) VILNIUS TECH klasteryje ,,Vanagas“ su 32 GB
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DDR4 RAM. Lygiagretinimui naudojome MPI biblioteka. Skaitiniuose eksperi-
mentuose matavome algoritmy pagreitéjima ir efektyvuma keliems procesoriaus
branduoliams. I$ pradziy buvo gauti kontroliniai duomenys, taikant klasikine
Kranko ir Nikolsono schemag, jie pateikti 2.13 lenteléje. Duomenys AAA algorit-
mui pateikti 2.14 lentel¢je.

2.13 lentelé. Pagreitéjimas ir efektyvumas klasikinei Kranko ir Nikolsono schemai
Table 2.13. Speedup and efficiency for the classical Crank—Nicolson scheme

p=1 p=2 p=4 p=28 p=16
TP 344,9 193,5 91,71 63,68 56,65
span 1,0 1,782 3,761 5,416 6,088
EP™ - 0,891 0,940 0,678 0,381

2.14 lentelé. Pagreitéjimas ir efektyvumas klasikiniam AAA algoritmui, kai m, = 10
Table 2.14. Speedup and efficiency for the classical AAA algorithm when m, = 10

p=1 | p=2 p=4 p=8 p =16
a= 05
TP 267.9 149,1 72,04 48,49 44,24
spen) 1,0 1,797 3,719 5,525 6,056
EP - 0,899 0,930 0,690 0378
a= 0,25
TP 267,6 149,2 71,63 48,65 44,05
span 1,0 1,797 3,736 5,501 6,075
EPr - 0,899 0,934 0,688 0,380

Sie duomenys rodo, kad AAA algoritmo pagreitéjimas yra didesnis nei klasi-

kinés Kranko ir Nikolsono schemos, o efektyvumas nezymiai didesnis. Toliau
buvo nagrinéjama aproksimacijos nariy skai¢iaus m, jtaka iSple¢iamumui, kai pa-
rametras ¢ = 0,5, 0 m, = 5. Rezultatai pateikti 2.15 lenteléje.

Siuo atveju algoritmo vykdymo laikas sutrumpéja, tadiau efektyvumas beveik
nepasikeicia. Pabaigoje buvo patikrinta laiko zingsnio 7 jtaka rezultatams, kurie
pateikti 2.16 lenteléje. Parametrai buvo parinkti taip: m, = 10, a = 0,5, laiko
zingsnis sumazintas iki T = 0,025. Dabar vykdymo laikas pailgéja, taciau efek-
tyvumas pasikei¢ia nezymiai.
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2.15 jentelé. Pagreitéjimas ir efektyvumas AAA algoritmui, kaim, = 5
Table 2.15. Speedup and efficiency for the AAA algorithm when m, = 5

p=1 p=2 p=4 p=28 p=16
TP 107,1 61,27 29,76 20,15 18,14
span) 1,0 1,748 3,599 5315 5,904
EPr - 0,874 0,900 0,652 0,369

2.16 lentelé. Pagreitéjimas ir efektyvumas AAA algoritmui, kai m, = 10 ir7 = 0,025
Table 2.16. Speedup and efficiency for the AAA algorithm when m, = 10 and

T= 0025
p=1 p=2 p=4 p=28 p=16
TP 293,9 163,96 79,34 54,20 49,61
span) 1,0 1,793 3,704 5,422 5,924
EP - 0,896 0,926 0,678 0,370

Treciajame uzdavinyje buvo testuojamas simetrinés skaidymo schemos i$p-
le¢iamumas, sprendziant trimat¢ Gray—Scott lygCiy sistema (dvimatis atvejis pa-
teiktas Zhang et al. (2020)):

Jdu

5t K,(—A)%*u = (1 — uw)v? — Fu, (2.62)
0

a—’t’ + Ky (—0)% = (1 — W)v? — (F + v,

(x,y,z) €Q=(0,1) x(0,1) x (0,1),

su parametry reik§mémis: difuzijos grei¢iai K, = 2 - 1075, K, = 1 - 10™>, maiti-
nimo greitis F = 0,03, reagento v koncentracijos nykimo konstanta A = 0,061.
Ant srities krasto Q) apibréZztos homogeninés Dirichlet salygos, todél sistemos
sprendinys u = 1 — ii. Pradinés salygos:

u(x,y,z,0) =05 v(x,y,20) =025 (x,v,2) €Q,,
u(x,y,2,0) =0, v(xy,20) =0 (xv2)€Q\Q, (2.63)

¢ia Qq = {(x,v,2): (x —0,5)> + (y — 0,5)? + (z — 0,5)? < 0,04?}.

Yra gerai zinoma, kad sprendinys yra jautrus erdvés tinklo parinkimui, todél
visiems testams buvo uzfiksuotas jo dydis J, = J,, = J, = 256. Tyrimo tikslai yra
du: iSsiaiskinti sprendinio kontiiro priklausomybe nuo trupmeninio laipsnio « ir
patikrinti simetrinés skaidymo schemos (2.43)—(2.44) pagreitéjima ir efekty-
vuma, kai TLEO aproksimuojamas Furjé metodu.
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Wavefield Wavefield Wavefield

Wavefield Wavefield Wavefield

2.1 pav. Gray—Scott lygties sprendinio v kontiirai, esant skirtingoms « reiks-
méms: (a) a = 1, (b) @ = 0,85, (c) « = 0,75. Virsuje laikas yra t = 2000,
apacioje — t = 3000. z reikSmé z = 0,5
Fig. 2.1. Contours of the solution v of the Gray—Scott equation at z = 0.5. Top —
t = 2000; bottom — t = 3000

2.17 lentelé. Pagreitéjimas ir efektyvumas spektriniam simetriniam skaidymo
algoritmui, kai « = 0,85

Table 2.17. Speedup and efficiency for the spectral symmetric splitting method when
a = 0.85

p=1 p=2 p=4 p=28 p=16
7@ 173,1 90,12 46,32 22,15 12,84
s 1,0 1,921 3,737 7,815 13,481
EPe) - 0,960 0,934 0,977 0,843

Gauti sprendinio v kontiirai pavaizduoti 2.1 paveiksle. Matome, kad, keis-
dami trupmeninj laipsnj, gauname visi$kai skirtingus sprendinius. Tai reiskia, kad
sprendinio kontiiras jautrus laipsnio poky¢iams. Simetrinés skaidymo schemos
iSpleCiamumo rezultatai pateikti 2.17 lenteléje. Jos duomenys rodo, kad spektrinio
metodo efektyvumas yra didesnis (zr. 2.13 lentele). Taciau skaidymo schemg ga-
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lima naudoti ir tada, kai spektrinio metodo taikyti negalima. Sio uzdavinio skai-
¢iavimo apimtis didelé — naudojant 20 procesoriaus branduoliy, sprendinio kon-
tiiry skaiciavimai uztrunka apie 3 valandas. Tuo galima paaiskinti, kodél metodo
efektyvumas maziau krenta didinant branduoliy skai¢iy — $is uzdavinys yra netie-
sinis ir dél linearizavimo jo apimtis padidéja, todél procesoriai apkraunami labiau.

2.3. Biologiniy jutikliy modeliy su trupmeninio
laipsnio difuzija skaitiniai sprendimo algoritmai

Siame skyrelyje aptariamos skaitinés schemos biologiniy jutikliy modeliams su
nelokaligja difuzija spresti. Pradedame nuo modeliy su klasikine difuzija aprok-
simacijos ir realizavimo algoritmy. Apibréziame diskreCius laiko ir erdvés
tinklus:

o, ={x;: x;=jh, j=0,...,]}, x,=d x=d+aq,
w; ={t": t"=nt, =n=0,.,N}, tN=T.
Pazymékime S} i Py ; skaitines uzdavinio (1.3)~(1.6) sprendiniy Sy, Py,
k =1, ..., m aproksimacijas tinklo taske (x;, t™). Nagrinésime du modelio varian-

tus: pirmasis variantas gaunamas, kai j difuzijos operatoriy jtraukiami difuzijos
koeficientai:

25, -5,

_DSeh h ) ] = O'
- 1 Sj+1 =35 §=8-1\ .
ApsS =% _E<DSJ+%T_DS.]—%T , j=1,..,] -2,
1 _5 -1 5]_1 ~] 2
_E<D5b o Dgp 5 , =/-1,
ir
1( B-B P
_E<DP6 h P67>J ]:11
- 1 P, —P P —P;_
_J) = j+1 4 j j-1 _ _
AnpP = 3 h<DP]+% h DP]_E h >' J=2] =2
1 —-P_4 13]—1 13]—2 ,
\_E<pr h _DPb h ] ]:]_1
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Cia DS] = Dse, D, %=Dpe, kai j=1,..,J; ir Ds‘j%:DSb,

D pj +% = Dpyp, kal J=Jar s ] — 1. Sie operatoriai apibréziami, kai krastinés sa-

lygos yra homogeninés (§ ; = 0). Taip daroma, kad biity galima taikyti spektrinj
metodg trupmeninio laipsnio operatoriui apibrézti. Tokiu atveju nehomogeninés
biologinio jutiklio krastinés salygos S;(d + a,t) = s, turi biiti jtrauktos j lygties
Saltinj.

Biologinio jutiklio lygtis sprendziamos simetriniu skaidymo algoritmu, kuris
paremtas Kranko ir Nikolsono ir prediktoriaus-korektoriaus metodais. Pirmasis
metodas turi antros eilés tikslumg ir yra nesalygiskai stabilus, o antrajj taikome
netiesinéms lygtims linearizuoti. Pradzioje sprendziamos lygtys substratams:

. 1.
] o ~N—=i—1
Sl 27— St 1 + A S,,n—%,i _ Vimax l 2 nys Dsp gn_%

0.5t hs=1 - & ;z 1 TRzl
I=1,..m, i= 1,2, (2.64)

1
gia 5‘;1 2 %(S]" + 81 ir Vipax = 0, j = Jq + 1, ..., J. Tteracijos apibréziamos
taip:

Gaunamos tiesinés lygéiy sistemos sprendziamos standartiniu faktorizacijos

algoritmu. Tada sprendziamos lygtys produktams:

B2 p Dl U
¥+Ahpr>”2= maxTy I=1,..,m, (2.65)

¢ia Isln_E = %(15{1 + P71). Taikydami minéta metoda, uzragome skaidymo sche-
mos lygtis. Skaidymg atlieckame pagal netiesinj reakcijos ir tiesinj difuzijos pro-
cesus:

n-2 1 szt~ cn—1
SZI 31 _ Sln]—l _ Vm 2 <Sl,] + Sl,] >

1 - ]

= 1 [ xn—3i-1 _

27 KM+Zk12<Sk 3 +5;ng>
[=1,.,m i=125 % =558 j=0,..J4 (2.66)
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-Tl—% _ ~N—3,2
Lji T tLp
n-2 1 ,.n—% cn—1
pl 73 _ pnot Vinax 7 Sl‘j + 5
J J
L 1 (5 ano)
5} m n—
2 KM+Zk_1§<Sk] + Sk >
l=1,...m, j=0,..,J4 (2.67)
~n—% ..n—E ~n—% ~n—§ a3 + Sn—é
L%l g ! 5 @ LJ LJ
T hS ]]—1 hz 2 ’
l=1,..,m, (2.68)
nl _2 nl _2
pl 3 _ pl 3 ﬁl 3 + ﬁl 3
—————+Ap————=0, [=1,..,m, (2.69)
T 2
3 Vi = [ 571 +Sn_%
SanL _ Lo max Lj 1,j
1 - 1\’
- 1/ xni- N—=
T n,i—-1 3
2 Ky + X 5 (Sk,]‘ +5,; )
N n-x
L=1..,m i=128=5,3% j=0..]4 (2.70)
1
_ _n-1 1 &n "3
P Plr; 3 ~ Vimax 3 (SIJ +S, )
1‘[ - 1 3 ’
5 = n
2 KM+Zk_12<Sk]+Sk] )
l=1,...m, j=0,..,/4 (2.71)

Tokio skaidymo privalumas yra tas, kad tada turésime po vieng lygti su TLEO
visiems substratams ir produktams ir taip skaic¢iavimus atliksime efektyviau.

Antras modelio variantas gaunamas, kai difuzijos koeficientai néra jtraukiami
j difuzijos operatoriy. Tarkime, difuzijos koeficientai yra lygis ir difuzijos, ir re-
akcijos sluoksniuose:

Dse = Dsp, = Ds, Dpe = Dpp = Dp.

Tada apibréziami operatoriai:
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ﬂhss:“ﬁ( n h

ir

C'thP = { _ﬁ

Dabar apibréziame trupmeninio laipsnio difuzijos operatorius. Pirma imame
skaliarines sandaugas funkcijoms S ir P, kuriose jtraukiamos reikiamos nehomo-

geninés krastinés salygos:
J-1 J-1
U ~ ~ h < < ~ =
(80.5k) = S10Sk0 >t z S1iSkih (PuPi), = z PrjPj h.
=1 =1

Difuzijos operatoriai Ay ir App yra simetriniai ir teigiamai apibrézti, todél
jiems galime rasti tikrines reikSmes Ag; > 0,4p; > 0 ir atitinkamas tikrines funk-

cijas @gj, Ppj:

CAhScDSj :ASjCDSj, ] = O, ...,]—1,
App®p; = Apj®pj, j=1,...] — 1. (2.72)
Tada trupmeniniai difuzijos operatoriai A ir Ajp apibréZiami taip:
J-1 J-1
ALS = Z 25,5, 0g)) Bg;, AP = Z 28,(B, ®p)), ®pj, (2.73)
j:O ]:1

¢ia trupmeninis laipsnis 0 < a < 1. Analogiskai apibréziami TLEO pirmajam
modelio variantui.
Biologinio jutiklio modeliai su trupmeninio laipsnio difuzija gaunami pakei-

tus difuzijos sluoksnio lygtis (2.68)—(2.69) pirmajam:
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n—% n—z n—l n-= ~n—% ~n—%
§ 3_¢ 3 348 3
1 4 DecA% L S) &cﬂ(a—n& Sl,] +Sl,]
T SYths 2 pz <ths j,J—1 2 )
l=1,..,m, (2.74)
n-t _n-2 1 2
prI_p PR
’ F— + DpeAfi, ——— , l=1,..,m (2.75)
ir antrajam variantui:
1 1 2 1 2
¢T3 _ "3 "3, &3 "3, &3
1 4 A% S, S, _A(a—l)@ Sl,] +Sl,]

T hs = %hs 32 %1 > ,
l=1,..,m, (2.76)
n-l 2 n-l -2
P 3-pP 3 P *+p 3
A — =0, I=1.,m 2.77)

Substraty lygtyse krastines salygas turime jtraukti j lyg¢iy Saltinius. Tai pa-
darome uzraSydami nelokalyjj operatoriy taip (Ilic et al., 2006):

n—l -3 n—1 n—z ~n—l ~n_3
WS PS8 S S s S,°+8,°
A = A A R0
1 §P%+Sm%
~Nn—5=,0 _ 1 L] LJ
= AaSl CR Ah h—25j_]_1 >

Matome, kad lygciy Saltiniai bus nebelokallis, nes krastinéms salygoms pri-
taikomas nelokalusis operatorius.

Gautas difuzijos lygtis galima efektyviai iSspresti taikant FFT metoda, nes
nagrinéjamo biologinio jutiklio modelio erdvés sritis yra vienmatis intervalas ir
zinomos tikrinés reikSmeés ir funkcijos. Jos pateikiamos antrajam variantui, taciau
pirmajam variantui tikrinés reikSmés Ag; ir Ap; yra panasios, uztenka tik trivialiy
skaiCiavimy joms gauti, o tikrinés funkcijos ®g; ir @p; tos pacios:

(j—0.5)k 4 _(m(j—0.5) )
cDSk,j=C05<nf , /1$j=ﬁ51n2 Ef , kj=1,..,],

®py i = sin 7TE /1-=isin2 2l k,j=1,..,]—1.
Pk,] ] ] Pj h2 1] '] 1] 1]
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Toliau pateikiami biologinio jutiklio atsako (1.18) priklausomybés nuo trup-
meninio laipsnio tyrimy rezultatai abiem modelio variantams, kai substraty skai-
¢ius yra m = 3. Skai¢iavimams naudoti tokie parametrai (Baronas et al., 2021):

Viaxy = 5% 107070, K, =1x107% [=123,
Ds, = Dgp = 4,5% 107¢, Dp, = Dp, = 4,5 x 1076,
s; = 3,88574, s, = 11,65712, s; = 5,25716,

d= 002cm, a = 0,04cm, T = 400s.

Erdveés tinklas turi N = 999 tasky. Biologinio jutiklio atsako srovés reik§mé
I(t;) isvedama kas sekunde t;, = k.

Nustatyta, kad biologinio jutiklio atsakas smarkiai priklauso nuo trupmeninio
difuzijos laipsnio @. Pirmojo modelio varianto atsakai (2.2 pav.) pasiekia stacio-
narigja reikSme anksciau, o jos dydis mazéja, mazéjant trupmeniniam laipsniui.
Taip pat itin keiCiasi signalo augimo greitis pradzioje. Matome, kad signalas yra
jautrus a pokyc¢iams: keic¢iant a reikSme po 0,1, jsisotinimo srové keiciasi po maz-
daug 500, o jsisotinimo laikas — po mazdaug 150 s.

5000 ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
— a=1
— a=09
4000 v 08 e
3000 -
—
=
N
—~
2000 - -
1000 — -
0 : I : I ‘ I . I .
0 100 200 " 300 400 500

2.2 pav, Pirmojo biojutiklio modelio varianto elektros srovés funkcijos I(t) dinamika
trims trupmeninio laipsnio reikSméms: a)a = 1,b) « = 0,9,¢c) a = 0,8
Fig. 2.2. The dynamics of the electric current function I(t) for the first
biosensor model variant

Antrojo varianto atsakai (2.3 pav.) elgiasi atvirksé¢iai — jsisotinimo reik§mé
didesné ir pasiekiama véliau, kai maziname trupmeninj laipsnj. Sj karta signalo
jautrumas « poky¢iams didesnis: jei parametro reik§mé keiciasi po 0,05, signalo
srove keiciasi po mazdaug 2000, kai t = 500s.
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2.3 pav. Antrojo biojutiklio modelio varianto elektros srovés funkcijos I(t) dinamika
trims trupmeninio laipsnio reik§méms: a) ¢ = 1,b) @ = 0,95,¢c) a = 0,9
Fig. 2.3. The dynamics of the electric current function I(t) for the second
biosensor model variant

2.4. Antrojo skyriaus iSvados

1. Skyriuje iSanalizuoti skaitiniai metodai biologiniy jutikliy modeliams
spresti. Klasikiniam modeliui taikomi baigtiniy turiy ir prediktoriaus-ko-
rektoriaus metodai.

2. Taip pat iSanalizuoti nestacionariyjy diferencialiniy lygéiy su TLEO
sprendimo algoritmai, kai TLEO aproksimuojame racionaligja funkcija.
Metody stabilumas ir tikslumas pagrjstas teoriskai, taikant standartinius
metodus. Visi taikyti metodai turi tiksluma, pakankama praktiniams tai-
kymames.

3. ISbandytos lygiagreciosios sprendimo algoritmy versijos. Nauji diserta-
cijos rezultatai rodo, kad visi lygiagretieji metodai yra efektyviai iSple-
¢iami dideliems uzdaviniams.

4. Taikant TLEO metodus sukurta schema biologinio jutiklio modeliui su
trupmenine difuzija spresti. Gauti atsakai skirtingoms trupmeninio laips-
nio reik§mémes, jie yra jautrts laipsnio parinkimui: esant maziems laips-
nio pokyciams, atsakai pastebimai keiciasi.



Skaitiniai biologiniy jutikliy
modeliy atvirkstiniy uzdaviniy
sprendimo algoritmai ir jy analize

Skyriuje pateikiama neuroniniy tinkly apzvalga ir parenkamos tinkly architekti-
ros eksperimentams. Atlieckami tikslumo tyrimai dviems krastiniy salygy rezi-
mams, dviems triuk§mo tipams, taip pat tikrinama leidziamyjy koncentracijy sri-
ties mazinimo procediira, pateikiami bei analizuojami atitinkamy skai¢iavimo
eksperimenty rezultatai. Pateikiama lygiagretaus DIRECT globaliosios optimiza-
cijos metodo apzvalga, eksperimentai krastiniy saglygy rezimams, algoritmo iSple-
¢iamumui ir jy rezultatai. Skyriaus medziaga publikuota Dapsys et al. (2023)
straipsnyje ir pristatyta MMA2022 ir MMA2023 konferencijose.

3.1. Dirbtiniy neuroniniy tinkly algoritmai ir jy analizé

Vienu perspektyviausiy metody biologinio jutiklio uzdaviniui spresti laikytini
neuroniniai tinklai (Baronas et al., 2004). Tai yra masininio mokymo modelis, pa-
remtas zmogaus smegeny funkcijomis (Marsland, 2015; Trask, 2019; Zhang et al.,
2021a). Jie taikomi jvairiems aproksimavimo ir klasifikavimo uzdaviniams
spresti. Sis modelis priklauso parametriniy mokymo su mokytoju (angl. supervi-
sed learning) metody klasei, kai modelis apmokomas naudojant jvesties duomenis

57
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su zZinomomis i§vestimis ir pagal juos nustatomi modelio parametrai. Tai yra pag-
rindinis disertacijoje taikomas metodas atvirkstiniam biologiniy jutikliy uzdavi-
niui spresti.

Neuroniniai tinklai pasizymi didele architektiry jvairove: pavyzdziui, yra
paprasti tinklai, kai neuronai juose suskirstyti sluoksniais; konvoliuciniai tinklai,
paremti sgsiikos operacija; autoenkoderiai, skirti duomenims suspausti. Sis meto-
das yra orientuotas j jvairiy atpazinimo ir klasifikavimo uzdaviniy sprendima, to-
deél yra tinkamas ir kitiems nekorektiskiems uzdaviniams spresti. Kaip pavyzdys
paminétina, kad dirbtiniai neuroniniai tinklai jau yra pritaikyti atvirkStiniams Silu-
mos laidumo uzdaviniams spresti, kai 1§ temperatiiros pasiskirstymo reikia nusta-
tyti prading uzdavinio salyga (Shiguemori et al., 2004), krastine uzdavinio salyga
(Deng & Hwang, 2007; Kumar et al., 2020), arba Silumos Saltinj (Ghosh et al.,
2011). Neuroniniai tinklai taip pat pritaikyti ir biologiniams jutikliams, kai juos
modeliuojame be konkurencijos tarp substraty (Baronas et al., 2004), ir su ja (Lit-
vinas & Baronas, 2014). Pastarajame straipsnyje  biologinio jutiklio model; dar
itraukiamas ir iSorinis difuzijos sluoksnis. Visuose minétuose straipsniuose nau-
dojamas visas biologinio jutiklio signalas, o ne pastovioji srové. Signalui pritai-
koma pagrindiniy komponenciy analizé, siekiant sumazinti atsaky dimensijg. Tai-
kant § metoda, labai svarbu parinkti tinkama pagrindiniy komponenciy
skaiciy — dazniausiai parenkama tick komponenciy, kad buty iSsaugoma kuo dau-
giau variacijos. Sis kriterijus nevisada tinkamas neuroniniams tinklams, nes tada
ju apmokymo paklaida gali nesumazéti iki priimtino lygio (Cartas et al., 2010).
Be to, nors straipsniy autoriai §j kriterijy pamini, jie konkreciai nejvardija, kaip
jie parenka reikiamg PK skaiciy. Dar vienas klausimas kyla, kaip parenkamas pas-
léptojo sluoksnio neurony skaicius. Baronas et al. (2004) straipsnyje minima eu-
ristika, susijusi su neuroninio tinklo laisvés laipsniy skai¢iumi, taciau kuo ji pa-
remta, neaisSku, nes ji necituojama ir placiau nenagrinéjama. O Litvinas & Baronas
(2014) straipsnyje pasléptyjy neurony skai¢iaus parinkimas niekaip neaiskinamas.

Anksciau minéti straipsniai naudoja neuroninius tinklus, neatsizvelgdami |
tai, kad duomenys gauti sprendziant diferencialines lygtis. Tokiems uzdaviniams
sukurtas alternatyvus neuroniniy tinkly tipas — PINN (angl. Physics Informed
Neural Networks), kuriuose ] neuroninj tinkla jvedama informacija apie lygti, i$
kurios gauti duomenys. Lu et al. (2021) straipsnyje neuroninis tinklas aproksi-
muoja sprendinj, kurj galima diferencijuoti taikant automatinio diferencijavimo
metodg — tai yra sudétiniy funkcijy iSvestinés taisyklés taikymas neuroniniams
tinklams, panasus ] atgalinj suzadinima, tik Siuo atveju iSvestinés skai¢iuojamos
ne pagal tinklo parametrus, o pagal jvestj. Diferencialiné lygtis, pradinés ir kras-
tinés salygos jvedamos j neuroninio tinklo tikslo funkcija kaip jy paklaidy L, nor-
moje suma. Apmokymui naudojami srities, kurioje galioja lygtis, taskai ir taskai
ant srities krasto. Atvirkstiniai uzdaviniai sprendziami taip pat, tik tada tinklui
reikia pateikti papildomus duomenis apie sprendinj — jo reikSmes keliuose lygties
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srities taskuose, tikslo funkcijoje atsiranda paklaida tarp papildomy duomeny ir
sprendinio aproksimacijos, o nezinomi uzdavinio parametrai apmokomi kartu su
neuroninio tinklo parametrais. Pagrindiniai privalumai yra netiesiné sprendinio
aproksimacija, kuriai nereikia erdvés ir laiko tinkleliy, todél lygtis galime efekty-
viai spresti kai turime ir daugiau erdvés matmeny. Be to, toks metodas pritaikytas
ivairiems diferencialiniams uzdaviniams: integro-diferencialinéms, stochastinéms
ir trupmeninio laipsnio i§vestiniy lygtims. Trukumai yra ilgesnis skai¢iavimo lai-
kas tiesioginiams uzdaviniams, palyginti su baigtiniy elementy metodu ir tai, kad
kyla tinkamos neuroninio tinklo architekttiros parinkimo klausimas. Straipsnyje
testuojami du atvirkstiniai uzdaviniai: Lorenzo sistemos ir reakcijos-difuzijos lyg-
ties parametry nustatymas. Nors straipsnyje pateikiamas metodas duoda gerus re-
zultatus abiem atvejais, Lorenzo sistema netikrinta reikSméms, kurioms esant ji
tampa jautri pradinéms sglygoms (tampa chaotiska), o reakcijos-difuzijos lygtyje
parametrai atkuriami i§ substrato koncentracijy, bet ne i$ produkty generuojamos
srovés. Sie atvejai turéty testinius uzdavinius apsunkinti.

PINN metodas neuroniniais tinklais aproksimuoja sprendinj, o lygtis i juos
jtraukiama kaip tikslo funkcijos dalis. Viena i$ alternatyvy yra lygtj spresti skai-
tiskai, baigtiniy skirtumy ar tiiriy metodu, kai sprendikliai jtraukiami j neuroninio
tinklo architektiirg kaip atskiras sluoksnis. Taip daroma Pakravan et al. (2021)
straipsnyje, kuriame atvirkstinis uzdavinys sprendziamas pasitelkiant autoenko-
derio architektiira, kai enkoderis yra paprastas arba gilusis neuroninis tinklas, skir-
tas nezinomy parametry atkiirimui, o dekoderis yra minétas lygties sprendiklio
sluoksnis. Skirtingai nei taikant PINN metoda, neuroninio tinklo jvestis yra patys
sprendinio duomenys. Ieskomi lygties parametrai gaunami i§ enkoderio ir deko-
derio sandiiros po apmokymo. Jo metu gaunamas enkoderis aproksimuoja atvirks-
tinj atvaizdj, kuris turimus duomenis apie sprendinj atvaizduoja j atitinkamus lyg-
ties parametrus. Sj atvaizdj galima naudoti parametrams atkurti realiuoju laiku —
tai yra pagrindinis metodo privalumas. Kiti privalumai yra galimybé taikyti jvai-
rius lygties sprendimo metodus: iSreikStinius ir neiSreikstinius, taip pat tuos, ku-
riems nereikia erdvés tinklelio; j tinklg galima nesunkiai jvesti specifines Zinias
praktiniy taikymy atvejais, pavyzdziui, skleidinius tam tikrose funkcijy bazése,
tvermeés désnius ir panasiai. Metoda autoriai testavo spresdami dvimatj atvirkstinj
Puasono uzdavinj: i§ sprendinio nustatyti difuzijos koeficienta, kuris yra nehomo-
geninis, t. y. funkcija. Enkoderiui buvo naudojama konvoliucinio neuroninio
tinklo architekttira. Nors straipsnio autoriai teigia, kad atvirkS$tiniam uzdaviniui
uztenka paprasto nuoseklaus neuroninio tinklo, pasirinktas konvoliucinis, nes tai
leidzia aproksimuoti atvirkstinj atvaizdj keliems skirtingiems difuzijos koeficien-
tams. leSkomas koeficientas aproksimuojamas skleidiniu bazinémis funkcijomis
ir tada ieSkomi skleidinio koeficientai. Siuo atveju pasitelkiami ortogonaliis Zer-
nikés polinomai, kurie placiai naudojami vaizdams rekonstruoti. Jie duoda didesn;j
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tiksluma vaizdams su nereguliariais rastais ir yra maziau jautriis apvalinimo pak-
laidoms. Tinklui apmokyti naudojamas vienas sprendinys visuose erdvés tinklelio
taskuose, taciau difuzijos koeficientas gali biiti rekonstruojamas ir i§ vieno tasko:
autoriai ima daugiau tasky, kad gauty didesnj tiksluma. Naudojamas autoenkode-
ris sékmingai atkuria nezinomg parametra su 2% maksimalia santykine paklaida;
sprendinio paklaida — 1%. Be to, parametro atkiirimas yra atsparus sprendin;j vei-
kian¢iam triuk§mui: pridéjus Gauso triuk§mg su standartiniu nuokrypiu 0.025,
gaunamas panasus tikslumas.

Nors anksciau aptarti metodai turi didelj tiksluma, tinkamos neuroninio tinklo
architektiiros parinkimo klausimas islieka, o PINN atveju atvirkstinio uzdavinio
sprendimas panasus j klasikinj metoda, tik vietoje sprendinio naudojamas neuro-
ninis tinklas, o optimizavimas atliekamas tinklo apmokymo metodais. Aplamai,
abiejy metody architektiirose daugiau démesio skiriama apmokymo btidy modifi-
kacijoms, o paciy apmokomy tinkly architektiira yra paprasta — tiesioginio skli-
dimo arba konvoliuciniai tinklai. Todél, disertacijos autoriaus nuomone, aptarti
metodai didelés jtakos atvirkstinio biologiniy jutikliy uzdavinio rezultatams netu-
rés. Atlikus lyginamajg keliy architektiiry analizg, nuspresta naudoti biitent tiesio-
ginio sklidimo ir vienmatés konvoliucijos architekttiras.

Neuroninius tinklus implementuojame naudodamiesi TensorFlow ir Keras
bibliotekomis, skirtomis Python programavimo kalbai. TensorFlow biblioteka
skirta skai¢iavimams su duomeny masyvais (kitaip vadinami tenzoriais), o Keras
biblioteka palengvina darba su TensorFlow, suteikdama jrankius neuroniniy
tinkly modeliams sudaryti ir apmokyti. TensorFlow i§ neuroninio tinklo konfigii-
racijos sukuria kryptinj skaic¢iavimy grafa, kurio lankai yra duomeny masyvai, o
virlinés — operacijos su jais (Pang et al., 2020). Sis grafas yra kaip tvarkarastis,
kuris nurodo, kokius veiksmus ir kada reikia atlikti prognozavimo metu ir paleng-
vina parametry gradiento skaiiavima apmokant tinklg. Biblioteka suteikia gali-
mybe neuroninio tinklo skai¢iavimus atlikti lygiagreciai, naudojantis grafikos
procesoriais (angl. graphics processing unit — GPU). Sie prietaisai, lyginant su
procesoriais, turi labai daug branduoliy (apie 1000 eilés), kurie optimizuoti tiesi-
nés algebros operacijoms atlikti. Todél neuroniniy tinkly apmokymas su GPU yra
zymiai greitesnis (Coates et al., 2009). Tiesinés algebros operacijoms atlikti Ten-
sorFlow naudoja CUDA paremta Nvidia bibliotekg cuDNN.

Neuroninius tinklus galima apmokyti ir naudojant kelis GPU, remiantis duo-
meny lygiagretumu. Neuroninio tinklo modelis ir jo parametrai iSdalijami dauge-
liui GPU, kiekvienas taip pat gauna savo apmokymo duomeny dalj. Tada kiekvie-
nas GPU skaiciuoja savo duomeny dalies jnasg j gradientg. Paskui atlickama
sinchronizuota ,,all-reduce™ operacija, kai visy procesoriy kontribucijos | gra-
dienta sudedamos, gaunama galutiné gradiento reikSme ir ji dalijama visiems pro-
cesoriams. Lygiagretiesiems skai¢iavimams su keliais GPU naudojama NCCL
(angl. Nvidia Collective Communication Library) biblioteka.
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3.1.1. Tiesioginio sklidimo tinklas su pagrindiniy
komponen¢iy analize

I§ pradziy aptariama tiesioginio sklidimo tinklo architektiira. Pradedama nuo
bendros neuroniniy tinkly sandaros. Sie tinklai sudaryti i§ neurony — skaic¢iavimo
vienety, kurie priima signala, jj apdoroja ir iSveda i§vesties signalg. Tarkime, sig-

nalg sudaro n kanaly. Pazymékime x;g;4, i = 0,n — 1, vieno kanalo skaiting
reikSme; wy, i = 0,n — 1, —kanalo svorj, 0 bg; 4 — foning reikSme. Neurono iSves-
ties signalo qg;, formulé yra:

Asig = fact(WOxO,sig + W1X1,sig + -+ Wn—-1Xn—1,sig + bsig)- (3-1)

Tai reiskia, kad neuronas apskaiciuoja savo jvesCiy sverting suma, prideda
fonine reikSme, gaunamai reikSmei pritaiko aktyvavimo funkcijg f,q:(x) — re-
zultatas ir yra iSvesties signalas. Svoriai nusako, kiek svarbi kiekviena neurono
vestis galutiniam signalui. Foniné reik§mé nurodo, kokiag reikSme turi virSyti
neurono jvestis, kad neuronas duoty teigiama signalg. Aktyvavimo funkcijy, biina
jvairiy, jomis gali biiti sigmoidinés, dalimis tiesinés, eksponentinés ir kitokios
funkcijos: disertacijoje naudojamos trys. Pirmoji yra ReLU (angl. Rectified Linear
Unit), kuri duoda teigiamg signala, kai jvestis teigiama. Jei ji neigiama, funkcija
nurodo neuronui nepridéti savo signalo prie visy:

face (x) = max(0, x). (3.2)

Antroji yra hiperbolinis tangentas, kuris gali jgauti ir neigiamas reikSmes. Tai
galima interpretuoti taip: funkcija gali nurodyti neuronui slopinti bendra visy
neurony signalg:

1—e™

face(x) = tanh(x) = T3 (3.3)

Paskutiné funkcija yra tiesiné f,..(x) = x. Ji naudojama tik i§vesties sluoks-
nyje.

Tinklo neuronai grupuojami sluoksniais. Tarkime, neuroninj tinkla sudaro L
sluoksniy. Kiekviename sluoksnyje yra s;, [ = 0, L neurony. Tiesioginio sklidimo
architektiiroje sluoksniai jungiami taip, kad kiekvieno sluoksnyje esanc¢io neurono
ivestis buty visi pries tai buvusio sluoksnio neuronai. Tokj sluoksnj vadiname vi-
siskai jungiu. Tinklo sluoksnius patogu aprasyti naudojantis vektoriais ir matrico-
mis. Tegul a®® yra I-tojo sluoksnio neurony i$ves¢iy vektorius, kuriame yra s,
elementy — jis yra vadinamas sluoksnio aktyvacija.

Kiekvienas sluoksnis turés savo aktyvavimo funkcijg fj 4., ir foninj vektoriy

b®. Kadangi neuronai skai&iuoja svertines sumas, svorius tarp sluoksniy galime
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uzra$yti matricomis, pazymékime jas WO, I-tojo sluoksnio aktyvacijos formulé
yra:

a® = £, 4ee (WO 4 p®), 1 =1L (3.4)

Cia svoriy matricos W® dydis yra s; X s;_;. Visi vektoriai yra stulpeliai, o
funkcijos f} 40¢ () taikomos kiekvienam vektoriaus elementui atskirai.

Sluoksniai a‘® ir a) yra ypatingi — jie atitinkamai vadinami jvesties ir i3-
vesties sluoksniais. Paskesnysis yra skirtas duomenims jvesti j tinklg ir neturi ak-
tyvavimo funkcijos, o pastarasis sluoksnis iSveda galutinj tinklo rezultaty. Visi
sluoksniai, esantys tarp jy, vadinami pasléptaisiais. Jie reikalingi, kai turime duo-
menis, kurie néra tiesiskai koreliuoti, nes jei bandytume su tokiais duomenimis
apmokyti vienasluoksnj tinkla (tik su jvesties ir iSvesties sluoksniais), jis nesuge-
béty iSmokti désningumy, kurie sieja jvestis su iSvestimis (Trask, 2019). Paslép-
tieji sluoksniai leidzia neuroniniam tinklui pac¢iam sukurti nauja duomeny rinkinj,
kuris biity tiesiskai koreliuotas su duotomis i§vestimis. D¢l to pasléptyjy sluoksniy
aktyvavimo funkcijos turi buti netiesinés, nes prieSingu atveju, gaunamas daugias-
luoksnis tinklas, kuris ekvivalentus vienasluoksniam tinklui.

Kaip minéta anksciau, kadangi neuroniniai tinklai yra masininio mokymo
metodas, juos reikia apmokyti, o tam reikia turéti duomeny rinkinj, vadinamg ap-
mokymo rinkiniu (Zhang et al., 2021a). Pazymékime X;,- apmokymo jvesciy mat-
rica, kurioje yra N eilu¢iy — apmokymo méginiy, ir p stulpeliy — pozymiy. Taip
pat pazymekime Y, — N X q matricg, kurios stulpeliai yra iSvesties poZymiai, o
eiluciy tiek pat, kiek ir X;,.. Porg (X4, Yzr-) laikysime apmokymo rinkiniu. Tada
jvesties ir iSvesties sluoksniai atitinkamai turés s, = p ir s; = q neurony.

Apmokymo proceso metu minimizuojama paklaida tarp neuroninio tinklo
prognoziy apmokymo jvestims ir zinomy apmokymo iSvesciy. Paklaidg apibrézia
neuroninio tinklo tikslo funkcija Ej, 4, jy biina jvairiy — parinkimas priklauso nuo
tinklo taikymy. Paprastumo délei, nagriné¢jamas atvejis kai tikslo funkcija yra
kvadraty sumos paklaida:

q
2
Epss(x,y) = Z (algL)(X) - Yi) ) (3.5
i=1
¢ia x — apmokymo méginys i§ matricos X, y —ji atitinkanti iSvestis i§ Y. Tikslo
funkcija optimizuojama pagal parametrus W®, p®, 1 =1, L.
Paprasciausias metodas tikslo funkcijai optimizuoti yra gradientinis nusilei-
dimas, kuriam reikia Zinoti funkcijos gradientg. TeoriSkai tikslo funkcijos gra-

dientg galima skai¢iuoti rankiniu biidu — naudojantis formulémis, pries tai j funk-
cija jrasius (3.4) lygtis kiekvienam [. Taciau taip daryti sudétinga, nes



3. SKAITINIAI BIOLOGINIY JUTIKLIY MODELIY ATVIRKSTINIU UZDAVINIU ... 63

sudétingesniems tinklams tai uzimty per daug laiko. Efektyvesnis biidas — apskai-
giuoti gradienta rekurentiskai. Sis metodas vadinamas atgaliniu suzadinimu (angl.
backpropagation) — kai paklaidos reik§mé perduodama sluoksniams nuo paskuti-
nio iki pirmojo. Paprasé¢iausias atvejis implementuoja stochastinj gradientinj nu-
sileidimg, kai neuroninis tinklas apmokomas po vieng apmokymo méginj kiekvie-
name Zingsnyje.

Taikant atgalinj suZzadinima, tikslo funkcijos gradientas skai¢iuojamas pagal
iSvestiniy  grandinés  taisykle  sudétinéms  funkcijoms. Pazymékime

20 = WwOa-1 4 p®O | =T L. Tada:

a® = fl,act(z(l)): l= L_L (3.6)
Paklaidos funkcijai pritaikoma grandinés taisyklé (Zhang et al., 2021a):
0E 55 0E s da) 0Ess
= = (@)
5,0 = Prod{ Soay 5w ) = gam i (ZY), (.7

¢ia prod operatorius reprezentuoja daugyba, kai uztikrinamas reikiamas rezultato
matricos dydis transponuojant daugiklius ir keiciant jy daugybos tvarky. Lygtyje
naudojama elementiné sandauga, nes jei funkcija skai¢iuojama kiekvienam ele-
mentui atskirai, tai ir jos i§vestiné skai¢iuojama taip pat. Kadangi Siuo atveju dau-
gikliai vienody matmeny, iSvestinés pagal paskutinj sluoksnj ir aktyvavimo funk-
cijos iSvestinés elementai dauginami atskirai.

Paklaidos funkcijos pokytj pagal aktyvavimo funkcijos jvestj galima suZinoti,
vertinus aktyvavimo funkcijos poveiki sluoksnio i§vesties paklaidai, pasinaudo-

aEloss

9z pagal z® apibrézima, galima apskai-

jus funkcijos i$vestine. Turédami

¢iuoti Sias iSvestines:

aEloss _ aEloss aZ(L) _aEloss (L-1T

oy~ Prod\ s ) = 5,0 @ ‘ (3.8)
aEloss aEloss aZ(L) aEloss

p® PN D 5o ) T 5o (3-9)

aEloss _ <aEloss aZ(L) >_ T aEloss
0zW"

5qe-n ~Prod{ oy o) =W (3.10)

Pirmoji lygtis teigia, kad kiekvieno sluoksnio neurono paklaida perduodama
paskesnio sluoksnio neuronams, o jo aktyvacijos reikSmes dauginamos i§ gautyjy
paklaidy, kad jos turéty tokj patj lygmenj. Svoriy tarp minéty sluoksniy korekcijos
randamos i8dés¢ius sudaugintas paklaidas ] matricg. Antroji lygtis nurodo, kad
foninis sluoksnio vektorius ir sluoksnio paklaida prie§ pat pritaikant aktyvacijos
funkcija keiciasi vienodai greitai. Paskutinés lygties prasmé tokia: kiekvieno
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sluoksnio neurono paklaida yra svoriné kito sluoksnio neurony paklaidy suma,
kur kiekvienas svoris nusako neurono svarbg. Transponuojant svoriy matrica,
paklaidoms naudojami tie patys svoriai kaip ir priekinio suzadinimo metu. To uz-
tenka, kad buty galima efektyviai mazinti neuroninio tinklo apmokymo paklaida.

Kadangi L parinktas laisvai, ankstesnés formulés galioja ir visiems | = 1, L.

) — 0E|oss A(l) _ 0E1oss ir B(l) _ 0E1oss

Pazymékime & = Atlikus pertvarkymus

da® ’ ~ aw® apD -

gauname:
sU-1 — W(l)T[5(l)_* flfact(z(l))]' (3.1D)
AD = [5(”-* ﬁfact(zm)]aa—lw, (3.12)
BO = [6V.x £/, (z®)]. (3.13)

Neuroninio tinklo i§vesties sluoksnyje paklaida yra tikslo funkcijos Ej, ¢ 18-
vestiné pagal sluoksnio aktyvacijos vektoriy:

0E
(L) = ZZloss _ @) — v,
5 3o = 2 (ai (x) yl). (3.14)
Parametrams naujos reik§més priskiriamos taip:
WO =wd — g, AO, (3.15)
p® = p® — ¢, BO, (3.16)

¢ia a;, — parametras, vadinamas apmokymo greiciu, kuris nusako, kokiu greiciu
artéjame prie lokaliojo paklaidos minimumo. Nuo apmokymo grei¢io esmingai
priklauso algoritmo konvergavimas. Jei §io parametro reikSmé per didelé, neuro-
ninio tinklo parametry reikSmeés gali pradéti svyruoti aplink lokaliojo minimumo
taska jo nepasiekdamos, arba gali net tolti nuo jo. Todél tinkamai parinkti apmo-
kymo greitj yra labai svarbu.

Stochastinis gradientinis nusileidimas turi vieng trikuma: jei imtuméme po
vieng apmokymo rinkinio elementa, ir kiekvieno atzvilgiu vykdomas parametry
atnaujinimas, gaunamas chaotiskas apmokymo procesas — zingsniy kryptys labai
varijuoja. To iSvengti padeda apmokymas partijomis (angl. batch learning)
(Trask, 2019), kai apmokymo rinkinys suskaidomas j poaibius, kuriy kiekviename
yra ne daugiau nei K elementy. Kiekvienam partijos elementui apskaic¢iuojami
parametry gradientai, jie suvidurkinami ir parametrams priskiriamos naujos reiks-
més. Tarkime A® (x®, y®)) jr BO(x®), y(K)) yra atitinkamai svoriy ir foniniy
vektoriy gradientai, kai jiems skaiciuoti naudojamas k-tasis apmokymo méginys
i§ partijos. Tada neuroninio tinklo parametrams naujos reikSmés priskiriamos pa-
gal formules:
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K-1
wo = wo % AD (x®, y®), (3.17)
k=0
K-1
p® = pO — %z BO (x ),y (), (3.18)
k=0

Taikant apmokyma partijomis, gaunamas glodesnis ir greitesnis apmokymo
procesas ir optimizavimo metu parametry reikSmés maziau svyruoja. Kai apmo-
kymo metu neuroniniam tinklui pateikiami visi apmokymo rinkinio bandiniai, sa-
koma, kad uzbaigta viena optimizavimo epocha. Dazniausiai optimizavimo pro-
cesas stabdomas atlikus tam tikra epochy skaiciy.

Taciau maza apmokymo paklaida dar nereiskia, kad neuroninio tinklo tikslu-
mas bus didelis. Kuo ilgiau trunka apmokymo procesas, tuo smulkesnius duo-
meny pozymius tinklas jsimena. Vadinasi, jei tinklas mokomas per ilgai, jis jsi-
mena visus apmokymo méginius, bet neaptinka bendry pozymiy (Trask, 2019).
Todél, nors neuroninis tinklas tiksliai atpazjsta koncentracijy reikSmes i$ apmo-
kymo rinkinio, jo tikslumas naujiems duomenims yra prastas. Sis reiskinys vadi-
namas persimokymu (angl. overfitting) (Petkevicius, 2023; Shalev-Shwartz &
Ben-David, 2014). Tai gali nutikti ir tada, kai neuroninis tinklas yra pernelyg su-
détingas, lyginant su duomeny kiekiu — modelis pakankamai galingas, kad duo-
menis jsiminty.

Siekiant to iSvengti, pritaikome reguliarizacijg — metodus, kurie skatina duo-
meny generalizavimg apsunkindami smulkiy pozymiy apmokyma. Tai galima pa-
daryti Tichonovo metodu, taciau disertacijoje taikomas kitas metodas — atsitikti-
nio iSmetimo (angl. random dropout), kai kiekviename mokymo zingsnyje
atsitiktinai parinktos tinklo neurony dalies iSvestys prilyginamos nuliui ir Sie
neuronai mokymo zingsnyje nedalyvauja. Toks veiksmas sumazina efektyvy
tinklo dydj, o mazesni tinklai néra linke persimokyti. Atliekant pakankamai daug
zingsniy, apmokomi visi tinklo neuronai. Dar vienas buidas yra sumazinti tinklo
sudétingumg — tg galima pasiekti sumazinant turimy duomeny kiekj, nes tada
ivesties sluoksnis bus paprastesnis ir jame bus maziau parametry.

Duomeny dimensijai mazinti taikomas pagrindiniy komponenciy analizés
(angl. principal component analysis — PCA) metodas (Marsland, 2015). Jj taikant,
turimi didelés dimensijos duomenys yra projektuojami j mazesnés dimensijos hi-
perplokstuma, naudojant tiesing transformacija, kuri iSsaugo kiek jmanoma dau-
giau originalaus duomeny rinkinio variacijos, ir pasalina perteklinius duomeny
pozymius, kurie gali biti tiesiSkai priklausomi, arba nesvarbis atlickamai uzduo-
¢iai. Projektuoti duomenys vadinami pagrindinémis komponentémis (PK). Tai yra
naudinga biologinio jutiklio atsakams, kurie turi daug informacijos — kiekvienu
laiko momentu turime po skaiting reikSme, todél kiekvienas laiko momentas gali
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biiti latkomas pozymiu; dazniausiai jy btina keli §imtai. Taikant PCA, biologinio
jutiklio atsaky pozymiy skaiciy galima sumazinti iki keliasdeSimties.

Prie§ atlickant PCA, pradiniai duomenys normalizuojami. Tarkime, X yra
n X p duomeny matrica, kurioje n — atsaky skaicius, o p — laiko momenty skai-
¢ius. Normalizavimas atliekamas pritaikius formule:

X = Jnalt
Xnorm = ] 1nS
n,

) (3.19)
¢ia X;,0rm — normalizuoty atsaky matrica. y ir s — atitinkamai vidurkiy ir standar-
tiniy nuokrypiy pagal atsakus matricos, abiejy dydis — 1 X p. J, ; —n X 1 mat-
rica, kurios visi elementai lygiis 1. Dalybos veiksmas vykdomas kiekvienam mat-
ricos elementui atskirai.

Tada skaic¢iuojama duomeny kovariacijy matrica:

1
C= ;Xgormxnorm- (3.20)

Projekcijos transformacija gaunama atlikus tikrinj kovariacijy matricos iSs-
kaidyma — apskaiCiuojamos jos tikrinés reikSmés ir tikriniai vektoriai; gaunamas
iSskaidymas:

C=WTAW. (3.21)

Matrica W ir yra ieSkomoji projekcijos transformacija, jos stulpeliai yra ko-
variacijy matricos tikriniai vektoriai. Matricos A jstrizaingje yra tikrinés reikSmés
@j, 1 < j < p —jos nurodo, kiek variacijos i$saugo duota komponent¢ j. Ji iSsaugo
tokig variacijos dalj:

)
S a; (3.22)

Siekiant sumazinti duomeny dimensijg iki [, | < p, vektoriai surikiuojami pa-
gal iSsaugomg variacijos dalj mazéjimo tvarka. Tada iS tikriniy vektoriy matricos
paimami tik pirmieji [ vektoriai:

T; = XnormWi, (3.23)

¢ia T; - transformuoti duomenys, W; - matrica, sudaryta i§ pirmyjy [ matricos W
stulpeliy.

Alternatyvus metodas projekcijos transformacijai gauti yra singuliarusis i8s-
kaidymas (angl. singular value decomposition, SVD). Jo privalumas tas, kad
nereikia skaic¢iuoti duomeny kovariacijos matricos ir galime atlikti viena matricy
daugyba maziau. ISskaidome matricg C taip:

C = UV, (3.24)
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¢iaU(n xn)irV(p X p) yra atitinkamai kairiyjy ir desiniyjy vektoriy matricos,

I (n X p) — matrica, kurios jstrizaingje yra singuliariosios reikSmés ;. Jos rodo,

kokig dalj variacijos i§saugo komponent¢ j pagal formule:

sz 3.25
Duomeny dimensijg sumazinama, paliekant [ didziausiy singuliariyjy reiks-

miy ir jas atitinkanciy matricos U stulpeliy:

Tl = UlZl. (326)

3.1.2. Vienmatés konvoliucijos tinklas

3.1 skyrelyje aptarta architekttira turi trikumy. Pirmas yra tai, kad tiesioginio skli-
dimo neuroniniai tinklai daro prognozes pagal reikSmes visuose atsako taskuose,
imdami jas atskirai ir nekreipdami démesio j lokalig informacija, kuri yra greti-
muose atsako taskuose — reikSmés juose dazniausiai yra susijusios viena su Kkita,
t. y. sudaro erdving strukttirg. Antras triikumas pasireiskia kai naudojama PCA —
tai yra tiesiné duomeny transformacija, kuri gali nepakankamai tiksliai aptikti
svarbiausius duomeny pozymius. Trecias triikumas yra tai, kad dalis tasky, nau-
dojamy atsakui atpazinti, yra nereikalingi, nes paprastas neuroninis tinklas turés
skirtingus svorius kiekvienam erdvés taskui, todél skirtingose atsako vietose
esantis panasus rastas irgi bus aptinkamas naudojant skirtingus svorius, nors pa-
naSiems rastams galima naudoti tuos pacius svorius.

Siekiant iSnaudoti erdving atsako struktiira, tiksliau atlikti duomeny glaudi-
nimg ir sumazinti tinklo parametry skaiciy, atsako atpazinimui galima naudoti
vienmacius konvoliucinius neuroninius tinklus (angl. 1D convolutional neural
networks — 1DCNN) (Acquarelli et al., 2017; Mozaffari & Tay, 2020; Zhang
et al., 2021a), kuriuose yra specialiis sluoksniai — konvoliuciniai sluoksniai, kurie
atlieka sasiikos operacijg ir sutelkimo sluoksniai, apibendrinantys gretimy atsako
regiony informacija. Dél mazesnio tinklo parametry skaiciaus, ir dél to, kad sasii-
kos operacija nesunkiai lygiagretinama naudojantis grafikos procesoriais (GPU),
konvoliuciniai tinklai yra efektyvesni skai¢iavimy apimties prasme. Siuos tinklus
galima apibendrinti ir didesniam erdvés dimensijy skaic¢iui — tokie tinklai naudingi
sprendziant daliniy iSvestiniy diferencialiniy lyg¢iy atvirkstinius uzdavinius, kai
sprendiniai yra daugiamaciai.

Sastikos operacija naudojama dél dviejy privalumy: sasiika gali aptikti rastus
bet kokioje apdorojamo atsako vietoje ir lokaliai, nekreipiant démesio i tolimes-
nius regionus. Tarkime, X yra atsakas, o H — jo lokalioji reprezentacija konvoliu-
ciniame sluoksnyje. Sgsiikos operacija atlickama pagal formulg:
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H; = Z Vo Xiim. (3.27)

n=-v

Cia V yra sgsiikos branduolys su 2v + 1 elementu, dar vadinamas filtru. Jo
elementy skai¢ius vadinamas filtro dydziu. Konvoliuciniuose sluoksniuose daz-
niausiai biina keli branduoliai, jie randami tinklo apmokymo metu. Kalbant pap-
rastai, sastikos operacija atliekama taip (3.1 pav.): imamas sastikos branduolys,
kuris uzdedamas ant atsako kair¢je puséje. Tada branduolys paslenkamas i$ kairés
pusés | desing po vieng taSka. Kiekvieng kartg paslinkus branduolj, vaizdo ele-
menty reikSmés, kurios patenka j sasiikos branduolj, sudauginamos su branduolio
reikSmémis po viena elementg atskirai, tada $iy sandaugy rezultatai sudedami ir
gaunama viena skaitiné reik§mé. Sios reik§més ir sudaro lokaliaja atsako repre-
zentacijg, kuri yra netiesiné ir kurig tinklas gali rasti pats.

W n o

3.1 pav. Vienmatés sasiikos operacija. Sviesiai mélyna — apdorojamas vaizdas;
tamsiai mélyna — sasiikos branduolys; Zalia — lokalioji vaizdo reprezentacija
Fig. 3.1. One-dimensional convolution. Light blue -- the signal being processed;
dark blue -- convolution kernel; green -- a local signal representation

Sasiikos operacija gerai tinka aptikti lokaliesiems atsako pozymiams, taciau
jos nepakanka, jei sickiama atlikti prognozes visam atsakui. Tai pasiekti galima
naudojant sutelkimo sluoksnius (angl. pooling layers). Jie neuroniniam tinklui lei-
dzia iSmokti globaliaja atsako reprezentacija, mazinant lokaliyjy reprezentacijy
erdving raiska ir taip sutelkiant informacijg apie lokaliuosius pozymius. Dar vie-
nas sutelkimo sluoksniy privalumas yra tas, kad jie sumazina konvoliuciniy
sluoksniy jautruma lokaliesiems pozymiams. Sutelkimo operacija vykdoma pana-
Siai kaip ir sasiika, tik vietoje sastikos branduolio naudojamas fiksuoto 2v + 1
dydzio telkinys, kuris slenkamas per visg vaizdo jvestj. Kiekviename Zingsnyje
skai¢iuojamas visy vaizdo elementy, kurie patenka j telkinj, vidurkis:

v
1
= , 2
Hl (21] + 1)2 nZle+ni (3 8)

arba maksimumas:

H; = max X, (3.29)

ne[—-v,v]
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3.2. Skirtingy krastiniy salygy rezimy analizé

Siame skyrelyje aprasomi biologiniy jutikliy tikslumo bandymai duomenims be
triuk§mo ir su adityviu bei multiplikatyviu triuk§mu, esant skirtingiems krastiniy
salygy rezimams — pastoviajam ir srauto injekcijos. Tyrimo tikslas — patikrinti
triuk$mo ir krastiniy sglygy rezimo jtaka; iSbandyti kubo mazinimo procediirg ir
nustatyti, ar ji gali padidinti neuroninio tinklo tiksluma atvirkstinio biologiniy ju-
tikliy uzdavinio sprendimui.

Modelyje yra 3 substraty koncentracijos — tai maziausias substraty kiekis, ku-
riam gaunamos didelés paklaidos triukSmingiems atsakams. Kiekvienos koncent-
racijos reikSmé yra tarp 3.2 ir 12.8. Apmokymo duomeny koncentracijos paren-
kamos paémus aprézta kuba C = [3,2; 12,8]% koncentracijy erdvéje, jame
generuojant tolygy diskrety trimatj tinkla. Jo kraStai apibréziami kaip aibé D
(3.30), kurioje yra N = 22 diskreciyjy tasky tarp koncentracijy réziy:

k k -
= — k= -1t 3.30
D {3,2 (1 N = 1) + N_1 128:k=0,N 1} (3.30)

Paskui kiekvienas tinklo taskas naudojamas biologinio jutiklio atsakams ge-
neruoti. Testavimo rinkiniui generuoti imamas tam tikras skaicius tasky, atsitikti-
nai sugeneruoty koncentracijy kube C, ir jie naudojami atsakams generuoti kaip ir
anks¢iau. Apmokymo rinkinj sudaro 10468 atsaky, o testavimo — 3000.

Tyrimams naudotos tokios (1.3)—(1.5) lygciy sistemos parametry reikSmés:
fermentinio sluoksnio storis d = 0,02 ir maksimaliis fermentinés reakcijos grei-
giai V; = 5-1017°, i = 1,2,3. Kiti parametrai pateikiami lentel¢je. Numatytasis
simuliacijos laikas T = 400, laiko Zingsnis T = 0,25, atsako srovés reikSmés is-
vedamos kas sekunde. Erdvés intervalg sudaro N = 1000 tasky, i$ jy 333 prik-
lauso fermentiniam sluoksniui. Naudojami pastovus ir srauto injekcijos analizés
reZimai — pastarajam injekcijos laikas yra t; = 3, o simuliacijos laikas pailgintas
iki T = 1200. Duomeny generavimo kodas paraSytas C++ programavimo kalba,
lygiagretiesiems skai¢iavimams naudota MPI biblioteka VILNIUS TECH Vilkas
klasteryje su 8 procesoriaus branduoliais. Vieno duomeny rinkinio generavimas
uztruko apie 30 min. Naudojant VILNIUS TECH Vanagas klasterj, generavimui
prireiké 2.5 min. Neuroniniai tinklai realizuoti Python programavimo kalba su
TensorFlow ir Keras paketais su Nvidia Tesla P100 grafiniu procesoriumi.

Tyrimams naudojamo trisluoksnio tinklo konfigiiracija tokia: jves¢iai buvo
naudotos 4 pagrindinés komponentés, paskui jy skaicius padidintas iki 80. Konfi-
giiracija ir hiperparametrai parinkti koordinatinés paieskos metodu, kol maksimali
testavimo paklaida nustojo mazéti. Buvo rinktasi tarp 1 ir 2 pasléptyjy sluoksniy,
o neurony skaicius juose parinktas i§ penkiy skirtingy reikSmiy: 18, 28, 32, 36 ir
46. Testy metu nustatyta, kad neuroninis tinklas su vienu pasléptuoju sluoksniu ir
32 neuronais turéjo geriausig paklaidg. Pasléptojo sluoksnio aktyvavimo funkcija
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yra hiperbolinis tangentas, o iSvesties — tiesiné. Tinklas buvo apmokytas taikant
Adam algoritmg esant apmokymo grei¢iui 1,25 - 10™%, partijos dydis 64. Epochy
skaiCius priklauso nuo triuk§mo lygio. Trisluoksnio tinklo apmokymas ilgiausiai
uztrunka apie 10 min., esant pastoviajam rezimui, ir apie 8 min., esant injekcijos
rezimui.

3.1 lentelé. Kiti modelio parametrai
Table 3.1. Other model parameters

Parametras ReikSmé
Dsi,e 3-10°
Dp,, 3-10°
Dsi,b 6-10°
Dp,, 6-10°

K; 104
a 0,04
n; 2

3.2 lentelé. Konvoliuciniy neuroniniy tinkly konfigiiracijos. Stulpelis Sluoksn. nurodo,
kuris sluoksnis turi nurodytus parametrus, Telk. dydis — telkinio dydis. Stulpelyje FC
pateikti visiskai jungaus sluoksnio neurony kiekiai

Table 3.2. Convolutional neural network configurations. The columns indicate the
network configuration (1), number of kernels (2) in specified layers (3), kernel size (4)
in specified layers (5), pool size (6) in specified layers (7). The FC column (8) is the
amount of neurons in the fully connected layer

Tinklas Filtry Sluoksn. Filtro | Sluoksn. | Telk. | Sluoksn. | FC
skaiéius dydis dydis
1 10 1;2 4 4 2 1;2;3;4 36
12 3;4 6 3
8 2
10 1
2 10 1 10 1;2;3;4 2 1;2;3;4 18
12 2
14 3
16 4
3 10 1;2;3:4 6 1;2;3;4 2 1;2:3;4 36
4 8 3;4 4 4 2 2;3;4 36
10 1;2 5 1;2;3 3 1
5 8 2;3;4 4 4 2 2;3;4 36
10 1 5 3 3 1
6 1;2
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Naudojamo konvoliucinio tinklo pagrindg sudaro keturios vienmatés konvo-
liucijos—sutelkimo sluoksniy poros; po jy eina visi§kai jungus sluoksnis. Konfigii-
racija ir hiperparametrai parinkti koordinatinés paieskos metodu. Buvo naudotos
penkios tinkly konfigtiracijos, pateikiamos 3.2 lenteléje. Siekiant i§vengti persi-
mokymo, tarp visiSkai jungaus ir i§vesties sluoksniy yra atmetimo sluoksnis; at-
metimo tikimybé 0,1. Konvoliuciniuose ir visi§kai jungiame sluoksniuose taikyta
ReLU aktyvavimo funkcija. Tinklui apmokyti naudotas Adam algoritmas, kai ap-
mokymo greitis 5 - 10™% ir partijos dydis 64. Tinklas apmokytas tris kartus ir i$-
rinktas variantas su maziausia paklaida. Vieno tinklo apmokymas uztrunka apie
42 min., esant pastoviajam rezimui, ir apie 30 min., esant injekcijos rezimui. Skir-
tumas tarp apmokymo laiky skirtingiems vienodo tipo tinklams esant tam paciam
analizés rezimui nedidelis.

3.2.1. Maksimaliosios ir vidutinés paklaidy analizé.
Atkuriamyjy parametry srities mazinimas.

Atliktuose tyrimuose svarbiausia, kiek vidutiniskai tiksliai nustatomos koncentra-
cijos i$ atsako, tod¢l neuroninis tinklas laikomas pakankamai tiksliu, jei vidutiné
paklaida bet kokiems atsakams bus maza. Neuroninio tinklo tikslumas buvo ma-
tuotas naudojant viduting ir maksimaligja santyking procentine paklaida, atitinka-
mai Egg g ir Egg

Ngs 3 (}) (6))
£, = zz —idsl 1o0n (331)
458 = 3N, (1) 0
j=1i= ldS
| ( ) D
ldS 0
Eds,m = i_fl_X. | ) X 100%, (3.32)
j=1'NdS l

¢ia indeksas ds nurodo, koks duomeny rinkinys naudojamas, N, — rinkinyje e-

sanciy atsaky skaicius, a;(I; U )) yra i-tosios koncentracijos reikSme j-tajam duo-

I(J) 6))

meny rinkinio atsakui /;;’, prognozuojama neuroninio tinklo, o ¢; ;; yra tikrosios

Jj-tojo atsako koncentracijy reikSmes.

Nagrin¢jant biologinio jutiklio prognozavimo paklaidy apmokymo rinkiniui
pasiskirstyma koncentracijy erdvéje, buvo aptiktas jdomus reiskinys (3.2 pav.).
Paveiksle kiekvienas taSkas nuspalvintas pagal jj atitinkancio atsako maksimaligja
paklaida visoms trims koncentracijoms. Matome, kad didziausios paklaidos yra
ant originalaus apmokymo kubo krasto. Todél disertacijos autorius sukiiré nauja
procediirg triukSmingy, atsaky jtakai biologiniy jutikliy tikslumui mazinti. Jei pa-
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Salinami kubo sluoksniai po 3 i§ visy pusiy, taip sumazinant matavimo sritj, i$-
vengiama paklaidy ant krasto ir didZiausios paklaidos sumazéja. Si procediira lei-
dzia aptikti tas koncentracijy reikSmes, kurioms biologinis jutiklis veikia geriau-
siai. Ja naudojantis, buvo atlikti bandymai testavimo rinkiniui, kai apribojamos
galimos neuroninio tinklo prognozes mazesnéje atkuriamyjy koncentracijy srityje,
ir joje generuojamas testavimo rinkinys, taip pat, kaip raSyta anksciau. Apmo-
kymo, testavimo (tc) ir sumazintos koncentracijy srities (rc¢) duomeny, rinkiniy

ribos pateiktos 3.3 lentel¢je.

3.2 pav. Biologinio jutiklio paklaidy pasiskirstymas. Kairéje — originalus apmokymo
kubas, viduryje — pasalinti 3 sluoksniai, desinéje — pasalinti 6 sluoksniai
Fig. 3.2. Distribution of biosensor prediction errors. The original training cube is on the
left, in the middle — 3 layers were removed, and on the right — 6 layers were removed

3.3 lentelé. Biologinio jutiklio duomeny rinkiniy ribos ir dydziai
Table 3.3. Biosensor dataset bounds and sizes

Rinkinys Pradzia Pabaiga Atsaky skaidius
tc 3,2 12,8 10648
rc 5,6 10,4 3000

3.2.2. Rezultatai su adityviu triukSmu

Pradzioje bus pateikti rezultatai, kai signalus veikia adityvus triuk§mas. Santyki-
nés prognozavimo paklaidos trisluoksniam tinklui pateiktos 3.4 ir 3.5 lentelése.
Paklaidos testavimo rinkiniui originalioje atkuriamy koncentracijy srityje Zymi-
mos Eg , ir E¢g py, 0 sumazintoje srityje — Ey. 4 ir Ey. ,,,. Taip pat pateikti naudoty
pagrindiniy komponenciy ir atlikty epochy skaiciai.

Pastoviojo rezimo rezultatai rodo, kad kai neturime triuk§mo, maksimaliosios
pa-klaidos yra nedidelés ir jos pageréja, kai mazinama atkuriamy koncentracijy
sritis. KeiCiant pagrindiniy komponenciy skai¢iy gaunami rezultatai panasis.
TriukSmingiems signalams, kai imamos 4 pagrindinés komponentés, paklaidos
smarkiai iSauga ir yra mazdaug pastovios triukSmo lygio atzvilgiu. Maksimalioji
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paklaida net po atkuriamy koncentracijy srities sumazinimo yra gana didelé. To-
dél sitilomas sprendimas paimti daugiau pagrindiniy komponenciy — geriausi re-
zultatai gaunami, kai jy imama 80. Kodél paklaidos pageréja paémus tokj didelj
PK skaiciy, pasakyti sunku, nes teoriskai, tolimesniy PK reik§més smarkiai ma-
Z€ja ir jos turi vis mazesng jtaka jvesties duomenims. Taciau neuroninis tinklas
sugeba atskirti signalus, panaudodamas minétas komponentes. Gali biiti, kad tink-
las apmokymo metu padidina tolimesniy PK svorius taip, kad triukSmingi signalai
biity atskiriami lengviau. Dar pabréztina, kad toks PK parinkimas veikia tik tada,
kai triukSmas pritaikomas tiek apmokymo, tiek testavimo duomenims, todél yra
galimybé¢, kad tinklas jsimena triukSmus.

3.4 lentelé. Prognozavimo paklaidos esant pastoviajam rezimui
Table 3.4. Prediction errors for the batch mode

On Epochos PK Ets,a Ets,m Erc,a Erc,m
0 3200 4 0,078 1,899 0,038 0,214
0 3200 80 0,050 1,093 0,039 0,269
0,01 2000 4 16,89 154,69 7,77 50,15
0,01 3200 80 1,04 9,88 0,92 6,64
0,02 3200 80 1,87 18,50 1,69 12,16
0,03 3200 80 2,66 26,62 2,38 17,52
0,04 3200 80 3,36 35,72 3,09 22,17
0,05 3200 80 4,08 39,75 3,77 26,50
0,10 3000 4 16,88 156,21 7,82 50,35
0,10 1000 80 8,12 107,02 7,20 52,22
0,20 450 80 12,54 163,91 8,77 74,70
0,40 3000 4 16,95 155,54 7,90 49,74
0,40 477 80 15,24 207,84 9,59 77,95
3.5 lentelé. Prognozavimo paklaidos esant srauto injekcijos rezimui
Table 3.5. Prediction errors for the flow injection mode
O-Tl EpOChOS PK Ets,a Ets,m Erc,a Erc,m
0 2200 4 0,030 0,273 0,021 0,068
0 3200 80 0,039 0,443 0,022 0,108
0,01 2200 4 2,52 35,42 2,43 23,97
0,01 1000 80 2,70 38,95 2,59 26,24
0,02 1200 4 3,49 49,56 3,53 34,92
0,03 1500 4 4,27 62,90 4,41 43,62
0,04 2000 4 4,98 76,12 5,15 52,20
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3.5 lentelés pabaiga

On Epochos PK Ets,a Ets,m Erc,a Erc,m
0,05 2000 4 5,61 86,36 5,81 60,08
0,10 2000 4 8,37 139,32 7,38 76,99
0,10 260 80 9,41 148,92 8,66 81,60
0,20 2000 4 13,54 175,08 7,55 75,60
0,40 2000 4 15,03 161,68 7,76 49,77
0,40 150 80 16,64 198,22 10,35 80,29

Kai naudojame 80 PK, maksimaliosios paklaidos triuk§mingiems atsakams
irgi padidéja smarkiai, bet §j kartg atkuriamy koncentracijy srities mazinimas jas
pagerina. Pasiekus 0,03 triukSmo lygj, nors maksimaliosios paklaidos ir sumazéja,
jos lieka gana didelés — Sig paklaida atitinkantiems atsakams biologinis jutiklis
nebegali patikimai nustatyti koncentracijy. Jei atkreiptume démesj j vidutines pak-
laidas, matytume, kad kubo mazinimas beveik neturi poveikio iki 0,2 triuk§mo
lygio, kai paklaidos pastebimai pageréja.

Naudojantis srauto injekcijos rezimu, rezultatai signalams be triukSmo rodo,
kad visos palaidos yra mazesnés nei esant pastoviajam rezimui; kai turime triuks-
mingus atsakus, paklaidos yra didesnés. Atkuriamy koncentracijy srities mazini-
mas Siuo atveju veikia panasiai, kaip ir esant pastoviajam rezimui — nors maksi-
maliosios paklaidos sumazéja, jos vis tiek yra didelés. Tas galioja visiems
triukSmo lygiams, tik esant dideliam triukSmui, pradeda mazéti ir vidutiné pak-
laida. Kitaip nei esant pastoviajam rezimui, su 4 PK gauname mazesnes paklaidas
nei su 80 PK.

Biologinio jutiklio prognozavimo paklaidos, kai atsako analizei naudojami
konvoliuciniai neuroniniai tinklai, pateiktos 3.6 lenteléje. Taip pat, kiekvienam
triukSmo lygiui pateikiama ir naudota tinklo konfigiiracija.

3.6 lentelé. Biologinio jutiklio prognozavimo paklaidos konvoliuciniams tinklams
Table 3.6. Prediction errors for convolutional networks

Pastovusis rezimas
On Konfig. Epochos Esq Eism Ercq Erem
0 1 990 0,392 4,420 0,261 1,812
0,01 1 936 2,09 25,75 1,69 13,70
0,05 1 979 5,01 72,97 4,50 38,08
Srauto injekcijos rezimas
Opn Konfig. Epochos Eesa Etsm Erca Ercm
0 3 340 0,095 0,945 0,111 0,470
0,01 5 277 1,25 17,35 1,16 12,19
0,05 5 393 3,25 52,10 3,07 38,97
0,10 7 200 6,03 101,26 5,48 65,81
0,40 7 200 12,74 182,75 8,24 88,29
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Lyginant konvoliucinio ir trisluoksnio neuroninio tinklo rezultatus, matome,
kad esant pastoviajam rezimui, nors testavimo paklaidos yra Siek tiek didesnés
visiems triukSmo lygiams, praktiskai jos yra panasios, nes manome, jog konvo-
liucinio tinklo hiperparametrus galima parinkti geriau — taip, kad Sio tinklo pak-
laidos bty artimesnés trisluoksnio tinklo paklaidoms. Apibendrinant galima pa-
sakyti, kad abiejoms architektiiroms triuk§mingy atsaky atpazinimas blogiausiu
atveju nepatikimas, todél galima teigti, kad pastovusis rezimas jautrus triuk§mams
ir néra praktiskas. Toks rezultatas skirtingoms tinkly architektiroms rodo, kad
problema yra susijusi su matematine atvirkstinio uzdavinio specifika — blogu sa-
lygotumu.

Esant srauto injekcijos rezimui, konvoliucinio tinklo paklaidos Siek tick ma-
zesnés nei trisluoksniam tinklui, todél paskesnioji tinklo architekttira Siam rezimui
tinka geriau. Nors skirtumas nedidelis, disertacijos autoriaus nuomone, tai yra ge-
rai, nes artéjame prie faktinio uzdavinio tikslumo. Nagrinéjant paklaidas sumazin-
toje atkuriamy koncentracijy srityje, matome, kad jos mazinimas veikia panasiai
kaip ir anksciau, i$skyrus tai, kad paklaidos sumazéja labiau, esant pastoviajam
rezimui, nei esant srauto injekcijos rezimui. Tai galioja ir dideliems triukSmams —
jiems paklaidos irgi sumazéja labiau. Remiantis tuo, rekomenduojama rinktis ma-
Zesnj skirtuma tarp originalios ir sumazintos atkuriamy koncentracijy sriciy pak-
laidy, nes tada jos mazesnés. Lyginant analizés rezimus tarpusavyje, matome, kad
maksimalios paklaidos sumazintoje atkuriamy koncentracijy srityje mazdaug vie-
nodos, o tai reiskia, kad jos mazinimui analizés rezimas maZziau svarbus. Nepai-
sant to, kadangi vidutinés paklaidos srauto injekcijos rezimui mazesnés, tai nepa-
neigia teiginio dél konvoliucinio tinklo taikymo §iam rezimui.

3.2.3. Rezultatai su multiplikatyviu triukSmu

Toliau, 3.7-3.9 lentelése, pateikiami tyrimy su multiplikatyviu triukSmu
rezultatai.

Trisluoksniam neuroniniam tinklui ir pastoviajam rezimui, esant multiplika-
tyviam triukSmui, paklaidos yra zymiai didesnés nei esant adityviam triukSmui.
Tai dar karta patvirtina pastoviojo reZzimo jautrumg triuk§mams. Kubo mazinimas
veikia taip pat, kaip ir anksc¢iau: nors maksimaliosios paklaidos sumazéja, jos i$-
lieka didelés ir dideliems triuk§mams pradeda mazéti ir vidutinés paklaidos. Imant
80 pagrindiniy komponenciy gaunami geresni rezultatai negu imant 4 PK iki 0,02
triukSmo lygio, kai vidutinés paklaidos susilygina ir maksimalioji paklaida padi-
déja.

Esant srauto injekcijos rezimui, multiplikatyvus triukSmas turi silpnesn¢ jtaka
paklaidoms, kurios yra daug mazesnés nei esant pastoviajam rezimui. Atkuriamy
koncentracijy srities mazinimas gerai tinka maksimaliosioms paklaidoms mazinti
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iki priimtino lygio, o vidutinés paklaidos beveik nesikeicia. Paklaidos sumazéja
didesniame triukSmo lygiy intervale — iki 0,2.

3.7 lentelé. Prognozavimo paklaidos esant pastoviajam rezimui ir multiplikatyviam
triuk§mui, naudojant trisluoksnj neuroninj tinkla

Table 3.7. Batch mode prediction errors for FNN networks and multiplicative noise

O-TL EpOChOS PK Ets,a Ets,m Erc,a Erc,m

0 3200 4 0,078 1,899 0,038 0,214

0 3200 80 0,050 1,093 0,039 0,269
0,01 2200 4 5,34 82,11 5,17 42,39
0,01 1000 80 5,52 78,93 5,12 41,08
0,02 2200 4 9,64 128,39 8,88 71,27
0,02 700 80 9,61 136,20 8,50 67,72
0,03 2200 4 12,03 141,35 9,41 79,48
0,04 2200 4 13,48 155,49 9,51 86,14
0,05 2200 4 14,52 156,96 9,22 83,86

3.8 lentelé. Srauto injekcijos rezimo prognozavimo paklaidos, kai naudojamas
trisluoksnis tinklas ir yra multiplikatyvus triukSmas

Table 3.8. Prediction errors for the feedforward architecture and multiplicative noise

On EpOChOS PK E ts,a E ts,m Erc,a Erc,m

0 2200 4 0,030 0,273 0,021 0,068

0 3200 80 0,039 0,443 0,022 0,108
0,01 2000 4 0,14 1,25 0,11 0,58
0,01 400 80 0,22 2,23 0,16 0,83
0,02 2000 6 0,23 2,11 0,21 1,17
0,03 2000 4 0,36 3,18 0,31 1,78
0,04 2000 4 0,47 4,09 0,41 2,41
0,05 2000 4 0,58 5,02 0,52 3,02
0,10 2000 4 1,11 9,34 1,03 5,88
0,20 2000 4 2,19 19,75 2,06 11,49
0,40 2000 4 4,15 41,12 4,11 2291
0,80 2000 4 7,67 75,68 7,98 45,23

Kai naudojamas konvoliucinis neuroninis tinklas ir signalus veikia multipli-
katyvus triukS§mas, testavimo paklaidos pastoviajam rezimui yra daug didesnés
nei naudojant trisluoksnj tinklg. Palyginus rezultatus srauto injekcijos rezimui su
tais, kai naudojamas trisluoksnis tinklas ir triuk§mo lygis nedidelis, paklaidos yra
Siek tiek didesnés, bet esant didesniems triuk§mams, paklaidos pageréja. Tai ga-
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lioja ir paklaidoms sumazintoje atkuriamy koncentracijy srityje. Nors multiplika-
tyvus triuk§mas labiau iSkraipo signala, rezultatai Zymiai geresni. Manome, prie-
zastis gali biiti tai, kad triukSmas padeda atskirti atsakus, nes tada atsakai, kurie
yra artimi vienas kitam, tampa maziau panasis. ISvados, gautos kai konvoliucinis
tinklas naudotas duomenims su adityviu triuk§mu, galioja ir Siam atvejui: paklaida
sumazg¢ja maziau, jei paklaidos maZesnés, negu tada, kai paklaidos didesnés.

3.9 lentelé. Prognozavimo paklaidos esant multiplikatyviam triuk$mui, kai naudojamas
konvoliucinis neuroninis tinklas
Table 3.9. Prediction errors for the convolutional architecture and multiplicative noise

Pastovusis rezimas
Oy Konfig. Epochos Etsa Etsm Ercqa Ercm
0 1 990 0,392 4,420 0,261 1,812
0,01 2 459 6,13 82,67 6,01 45,89
0,05 2 131 14,83 180,28 9,80 94,08
Srauto injekcijos rezimas
Oy Konfig. Epochos Etsa Etsm Ercqa Ercm
0 3 340 0,095 0,945 0,111 0,470
0,01 4 335 0,26 2,25 0,19 1,40
0,05 3 312 0,64 6,81 0,59 3,99
0,10 5 200 1,25 10,00 1,16 7,26
0,40 5 240 4,19 34,23 3,97 24,33
0,80 4 308 6,01 51,47 5,91 37,86

Gauti rezultatai leidzia pateikti rekomendacijas, kurj tinkla naudoti geriau.
Trisluoksnis tinklas geresnis uz konvoliucinj, kai biologinio jutiklio analizés rezi-
mas pastovusis ir néra triuk§mo. Esant tam paciam rezimui, jei turime triukSmin-
gus atsakus, abiems neuroniniy tinkly tipams tikslumas panasus. Sis rezultatas
nepriklauso nuo triukSmo tipo. Jei naudojame srauto injekcijos rezimg ir kai
triukSmas adityvus, konvoliucinis tinklas yra Siek tiek geresnis nei trisluoksnis.
Kai triuk§mas multiplikatyvus, geriausig neuroninio tinklo tipa nulemia triuk§mo
lygis: esant maZzo lygio triuk§mames, trisluoksnis tinklas tikslesnis, taciau triuk§mo
lygiui augant, paklaidos konvoliuciniam tinklui pasidaro mazesnés nei trisluoks-
niam. Bendruoju atveju, konvoliucinis tinklas turi papildomg pranasuma, kad jam
nereikia atlikti rankinio signalo apdorojimo — tai tinklas atlieka pats, apmokymo
metu.
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3.3. DIRECT globaliosios optimizacijos metodo
taikymas ir analizé

Skyrelyje pateikiamas DIRECT globaliosios optimizacijos metodas, jo Seimi-
ninko ir darbininko tipo lygiagretinimo schema ir taikymas atvirkstinio biologinio
jutiklio uzdaviniui spresti.

3.3.1. Lygiagretusis DIRECT algoritmas

Kadangi atvirkstinio biologiniy jutikliy uzdavinio tikslo funkcija gali turéti daug
ekstremumy, jai optimizuoti geriausiai tinka globaliosios optimizacijos metodai.
I8 jy placiausiai naudojami yra ,, branch-and-bound “ klasés algoritmai. Visy jy
esm¢e — rekursyviai dalinti paieSkos sritj j mazesnes dalis, ir jose jvertinti apatinj
tikslo funkcijos rézj. Jei matome, kad kurioje nors dalyje negali biiti optimaliy
sprendiniy, toliau jos nebedalijame ir nebenagrinéjame. Tolesniam svarstymui da-
roma prielaida, kad paieskos sritis yra hiperkubas. Siuo principu paremti algorit-
mai garantuotai randa globalyjj optimuma, jei atliekama pakankamai daug itera-
cijy.

Apatinio rézio jvertj patogiausia skai¢iuoti kai optimizuojama funkcija f(x)
tenkina LipSico salyga: bet kokiems x4, x5 € D:

If (1) — f(x)] < Kllxg — x5l (3.33)

¢ia K — LipSico konstanta. Jg jvertinti galima tik palyginti paprastoms tikslo funk-
cijoms, o praktikoje neretai reikia optimizuoti Zymiai sudétingesnes funkcijas, pa-
vyzdziui, kai tikslo funkcijos reik§més gaunamos i§ diferencialiniy lygciy spren-
diniy. Todél Jones etal. (1993) pasiile DIRECT globaliosios optimizacijos
metoda, kuriam nereikia skaiciuoti LipSico konstantos. DIRECT metodas tikslo
funkcijos reikSmes tikrina hiperkuby centro taskuose, nes taip efektyviausiai at-
liekami skaiciavimai — kiekvienai paieskos srities daliai reik§mes skai¢iuojame tik
viena karta. Taciau tada svarbu uztikrinti, kad net ir atlikus dalijimo veiksma, vi-
suose gaunamuose hiperkubuose funkcijos reik§més buty taip pat tikrinamos
centro taSkuose, todél paieskos sritis dalijama j tris dalis. Yra ir kity DIRECT
varianty: Stripinis et al. (2019) straipsnyje pateikiama algoritmo versija optimiza-
vimui su apribojimais; Deng & Ferris (2007) straipsnyje DIRECT pritaikytas
triuk$8mo veikiamoms tikslo funkcijoms. Daugiau DIRECT varianty galima rasti
Jones & Martins (2021) apzvalgoje.

Algoritmas vykdomas taip: hiperkubo centrg Zymésime ¢;, i € N, o f(c;) —
tikslo funkcijos reik§me jame; dst; Zymésime c; atstumg iki hiperkubo krasto. IS
pradziy imame pradinio hiperkubo centrinj taska c, ir jame apskaic¢iuojame tikslo
funkcijos reikSme f(c;). Tada atlickame Siuos Zingsnius:
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1. Nustatome potencialiai optimalius staciakampius S,..;. Tai padarome
reprezentuodami juos kaip taskus (dst;, f(c;)) ir atvaizduodami juos
diagramoje. Tada imame tuos staiakampius, kuriy reprezentacijos yra
ant i8kilojo diagramos apvalkalo apatinés dalies.

2. Visiems potencialiai optimaliems erdvés staciakampiams vykdome 3—-6
zingsnius.

3. Parenkame tas hiperkubo dimensijas /;;;,s, kuriose jo krastai ilgiausi ir
apskaiciuojame trecdalj Sio ilgio A.

4. ApskaiCiuojame ¢; + Aej, j € Iy taSkus hiperkube. Cia ej yra baziniai
erdvés vektoriai.

5. Skai¢iuojame funkcijos reikSmes f(c; + Ae;).

6. Hiperkubg padalijame ] tris dalis tose dimensijose, kuriose jo krastai il-
giausi, pradédami nuo dimensijos, kuriai f(¢; = Ae;) maziausia, tada da-
lijame dimensijoje su didziausia f (c; £ Ae;) reikSme.

7. Randame laiking minimumo taskg ir laiking funkcijos minimuma. Vyk-
dome 2—6 Zingsnius tol, kol pasiekiame maksimaly iteracijy skai¢iy.

Norédami rasti tikslo funkcijos minimuma minétais metodais, turime atlikti
daug skaiciavimy, todél disertacijoje naudojame lygiagreciaja metodo versija, ap-
raSytg Watson & Baker (2001) straipsnyje. Algoritmas lygiagretinamas Seimi-
ninko ir darbininko principu. Visus algoritmo zingsnius atlieka Seimininkas, i8s-
kyrus 5 zingsnj, kai skai¢iuojame funkcijy reikSmes taskuose — §j zingsnj atlieka
darbininkai, kai $eimininkas jiems nusiun¢ia 4 zingsnyje gautus taskus. Seiminin-
kas sudaro uzdaviniy sarasg ir jame esancius uzdavinius paskirsto darbininkams
paeiliui. Darbininkai vykdo darbus, o kai darbas baigiamas, Seimininkui siuncia-
mas signalas, kurj gavus, skiriamas naujas darbas darbininkui.

3.3.2. DIRECT taikymas biologinio jutiklio atvirkStiniam
uzdaviniui spresti

Disertacijoje atliktas naujas atvirkstinio biologiniy jutikliy uzdavinio sprendimo
tyrimas, kai, naudojant lygiagretyjj DIRECT algoritmg, buvo ieSkomas vienas at-
sakas, atitinkantis koncentracijy trejetg (4,5714; 10,0571; 3,2) esant pastoviajam
ir srauto injekcijos rezimams. Tyrimo tikslas — patikrinti, ar esant srauto injekcijos
rezimui biologinio jutiklio tikslumas didesnis nei esant pastoviajam, kai naudo-
jame DIRECT ir jvertinti algoritmo iSpleCiamuma. Signalai buvo be triukSmo.
Siekiant gauti priimtinus rezultatus, reikéjo susiaurinti paieskos sritj iki kubo
R =[3,4;6] X [7;12,6] X [3,2; 6]. Skai¢iavimai atlikti VILNIUS TECH (Vil-
niaus Gedimino technikos universitetas) Vanagas klasteryje. Rezultatai patei-
kiami 3.10 ir 3.11 lentelése. Pateikiamos maksimaliosios procentinés paklaidos i$
visy trijy koncentracijy.
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3.10 lentelé. Prognozavimo paklaidos DIRECT algoritmui
Table 3.10. Prediction errors for the DIRECT algorithm

Pastovusis rezimas Srauto injekcija
CNN DIRECT CNN DIRECT
Paklaida 1,83 7,39 0,229 1,53

3.11 lentelé. ISpleCiamumo rezultatai DIRECT algoritmui. p yra procesy darbininky

ey .. .. . . v e e . ar
skaiCius (visais atvejais vienas procesorius buvo Seimininkas), s;” )

(par)
Ep

yra pagreitéjimas ir
yra efektyvumas

Table 3.11. Scalability results for the DIRECT algorithm. p is the number of worker
processes (all cases also had one master process), Sz(,par) is the speedup and E,S”‘") is the
efficiency

p T p(par) S zspar) E z()par)
1 1109 - -

9 155,17 7,15 0,79
19 90,26 12,29 0,65

Lentelése matome, kad DIRECT algoritmas veikia geriau, kai turime srauto
injekcijos rezima, kaip ir tikéjomés. Be to, esant srauto injekcijos rezimui algorit-
mas sprendinj rado greiciau: atlikome 50 iteracijy, o esant pastoviajam rezimui
reikéjo atlikti 100 iteracijy. Padidinus iteracijy skaiciy iki 200 paklaida beveik
nepasikeité. Taip pat matome, kad konvoliucinio tinklo paklaida mazesné uz DI-
RECT metodo. Tai galima paaiskinti tuo, kad DIRECT, per ta patj laika kaip kon-
voliucinio tinklo apmokymas, nesugeba rasti globaliojo minimumo, nes metodas
uzima daug laiko tikrindamas potencialiai optimalias sritis kur i§ tikryjy globa-
liojo minimumo néra. Taip biina, kai tikslo funkcija turi daug lokaliyjy ekstre-
mumy, kaip ir atvirkstinio biologiniy jutikliy uzdavinio atveju. Nors DIRECT at-
lieka globaligja optimizacijg, jis negarantuoja, kad minimumas bus surastas
greitai — tai galima padaryti tik per pakankamai ilgg laikotarpj.

Nagrinékime iSple¢iamumo rezultatus: DIRECT algoritmui pagreitéjimas
mazesnis uz atitinkama procesoriy skaiciy p ir efektyvumas krenta didéjant p. Tai
susije su tuo, kaip veikia DIRECT: kiekvienoje iteracijoje generuojamas kintamas
uzduociy skaicius, kuris paskirstomas procesams. Kadangi naudojamas mazas
iteracijy skaicius, gaunamas ir mazas uzduo¢iy skaicius ir negalime iki galo pa-
naudoti turimy procesy. D¢l to, didinant jy skai¢iy mazéja efektyvumas. Gerai
zinomas rezultatas, kad lygiagretiesiems algoritmams sunku garantuoti stabily
efektyvuma, kai fiksuoto dydzio uzdavinj sprendziame imdami vis daugiau pro-
cesoriy. Si problema sprendziama daug efektyviau, kai fiksuotam procesoriy skai-
¢iui sprendziamas vis didesnés apimties uzdavinys. Kadangi naudojamas mazas
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fiksuotas iteracijy skaicius, gaunamas pirmasis atvejis: nepriklausomy uzdaviniy
skaicius irgi yra fiksuotas ir nepavyksta efektyviai iSnaudoti visus (vis didesnj jy
kiekj) procesorius. D¢l to, didinant jy skai¢iy mazéja efektyvumas. Nepaisant to,
disertacijoje laikoma, kad algoritmo efektyvumas yra aukstas ir jo iSple¢iamumas
geras, nes procesoriy skaicius pastovus — tokiems uzdaviniams geriau, jei pro-
cesoriy skaicius reguliuojamas dinamiskai, pagal uzduociy skaiciy, tada efekty-
vumas biity aukstesnis.

3.4. Tre€iojo skyriaus iSvados

Toliau pateiktos pagrindinés treciojo skyriaus iSvados:

1. AtvirkStiniam uzdaviniui spresti buvo parinkti dviejy skirtingy architek-
tiiry dirbtiniai neuroniniai tinklai: tiesioginio sklidimo su PCA ir konvo-
liucinj. Atlikus tikslumo tyrimus nustatyta, kad, esant adityviam triuks-
mui, tiesioginio sklidimo tinklas su PCA transformacija geriau tinka
pastoviajam rezimui, o konvoliucinis tinklas — srauto injekcijos rezimui.

2. Kai yra multiplikatyvus triukSmas, paklaidos srauto injekcijos rezimui
yra daug mazesnés nei pastoviajam rezimui.

3. Nustatyta, kad atkuriamy koncentracijy srities mazinimo procediira su-
mazina maksimaligsias paklaidas visiems triukSmo lygiams, bet kai
triukSmas didelis, maksimaliosios paklaidos nebesumazéja iki priimtino
lygio, taciau tada sumazéja vidutiné paklaida. Tai reiskia, kad didziausios
paklaidos gaunamos koncentracijoms, kurios yra arti apmokymo rinkinio
krasto.

4. Tyrimy rezultatai DIRECT metodui rodo, kad jis turi geresnj tiksluma
esant srauto injekcijos rezimui, nei esant pastoviajam, kaip ir neuroniniy
tinkly atveju. ISple¢iamumo rezultatai DIRECT algoritmui rodo, kad jo
efektyvumas krenta didéjant p. Tai susije su tuo, kad kiekvienoje iteraci-
joje procesams paskirstomas kintamas uzduociy skaicius ir kad naudo-
jama mazai iteracijy, todél gaunama mazai uzduociy ir negalima iki galo
panaudoti turimy procesy.






Bendrosios iSvados

Toliau pateiktos bendrosios disertacijos iSvados.

1.

Lygciy su TLEO sprendimo algoritmai garantuoja tiksluma, pakankama
praktiniams skai¢iavimams. Naudojantis §iais algoritmais, sukurtas alter-
natyvus biologinio jutiklio modelis su trupmeninio laipsnio difuzija. Gau-
nami atsakai yra jautriis laipsnio parinkimui.

Sudarytos lygiagreCiosios minéty metody versijos leidzia efektyviai
spresti didelés apimties nelokaliuosius uzdavinius. I$ple¢iamumo tyrimai
Gréjaus—Skoto lygties sprendimui rodo, kad metody efektyvumas virsija
80 %, naudojant iki 16 procesoriy.

Nagrinétas atvirkstinis biologiniy jutikliy uzdavinys, kuris yra jautrus
triukSmingiems atsakams. Uzdavinio sprendimui sékmingai pritaikyti
dirbtiniai neuroniniai tinklai. Jy tyrimy teoriniai ir praktiniai rezultatai lei-
dzia pateikti rekomendacijas biologiniy jutikliy tikslumui gerinti.

Visais atvejais tikslumui gerinti tinka atkuriamy substraty leidziamyjy
koncentracijy reik§miy srities mazinimo procedira. Esant zemo lygio
triukSmams, ji padeda sumazinti maksimaligsias atpazinimo paklaidas, o
esant didelio lygio triukSmams — sumazina vidutines paklaidas.

Uzdaviniui spresti taip pat pritaikytas DIRECT globaliosios optimizacijos
metodas — jj naudojant srauto injekcijos rezimas tikslesnis nei pastovusis.
Jo efektyvumas siekia apie 80 %, naudojant iki 10 procesoriy, tac¢iau dél
algoritmo savybiy, maksimaly efektyvumga pasiekti sunkiau.
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Summary in English

Introduction
Problem Formulation

Biosensors are devices that detect and analyse chemical compounds based on biochemical
processes (Baronas et al., 2021). A typical biosensor comprises two parts: a bioreceptor,
where biochemical reactions occur and the electrode, which converts chemical signals into
electric signals. This dissertation is concerned with enzyme biosensors, where the elec-
trode measures the flux of reaction products, and there is an outer diffusion layer where
only the diffusion process occurs.

Analysis of samples in practice requires solving the inverse biosensor problem — to
determine component concentrations of the sample from its biosensor signal. This prob-
lem is ill-posed for multiple substrates (Zilinskas & Baronas, 2011) since some biosensor
signals are difficult to discern at a given precision, even though their component concen-
trations can differ vastly. The other problem is that the biosensor is sensitive to noise (e.g.,
electric noise) in real devices (Baronas et al., 2014). These reasons decrease the biosensor
precision; thus, one of the objectives is to find methods to improve it.

In this dissertation, a virtual biosensor model is used to avoid expenses associated
with developing physical prototypes and to obtain biosensor signals faster. This may raise
questions about the model’s accuracy compared to real-life devices. Therefore, an alter-
native model was investigated, where the classical diffusion operator is replaced with a
fractional power elliptic operator (FPEO). Solving such equations requires specialised nu-
merical methods. To this end, methods based on rational approximations and their parallel
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versions were developed and analysed. These methods were applied to a modified biosen-
sor model (Dapsys & Ciegis, 2023).

Relevance of the Dissertation

Biosensors are used for various applications, such as environmental protection and quality
control for food production and medicine. In environmental protection, biosensors can
detect pollutants — phenolic compounds (Dock et al., 2005), pesticides (Bachmann et al.,
2000; Ferentinos et al., 2013), and heavy metals (Huang et al., 2020). In this field, enzyme
biosensors are the most common since they are the easiest method for this purpose. In
food production, biosensors can be used for safety and quality evaluation (Medina-Plaza
et al., 2015), detection of toxic substances (Mishra et al., 2015; Nesakumar et al., 2015)
and adulterated foods (Bougadi & Kalogianni, 2020). In medicine, biosensors can analyse
proteins in live organisms (Miranda et al., 2010), detect pathogens (Barroso et al., 2018)
and measure neuromediators (Mazafi et al., 2018). These applications profoundly influ-
ence the quality of life, and improving precision can bring clear benefits.

Object of Research

The research objects are virtual biosensor models, parallel solvers for fractional power
elliptic operator problems, and solution methods for inverse problems, including neural
networks.

Aim of the Dissertation

The main goal of this dissertation is to develop a biosensor model where the diffusion
process is modelled using fractional power elliptic operators (FPEO), develop parallel
solvers for such problems and develop neural network-based methods to improve biosen-
sor precision.

Tasks of the Dissertation

1. To develop a biosensor model with FPEO-based diffusion.
To develop solvers for non-stationary differential equations with FPEOs and
their parallel implementations and to analyse their convergence and scalabil-
ity.

3. To obtain biosensor responses to solve the inverse problem, using a standard
biosensor model.

4. To solve the inverse biosensor problem for signals under the effect of various
types and levels of noise.

5. To solve the above inverse problem using the parallel DIRECT method for
global optimisation and to analyse its scalability.

6. To investigate the dependence of biosensor signals obtained with the FPEO-
based biosensor model on the fractional power parameter.

Research Methodology

Biosensors were modelled using non-stationary models based on systems of nonlinear re-
action-diffusion differential equations and solved by the finite volume method. FPEO-
based equations were solved by methods given in Ciegis & Dapsys (2022); Ciegis et al.
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(2022); Ciegis et al. (2021). Solver software was written in C++ and parallelized using the
MPI library. Neural networks, along with principal component analysis, were employed
to solve the inverse problem; they were implemented in Python, using the TensorFlow
(Google Brain Team, 2021) and Keras (Keras Team, 2021) packages. An alternative ap-
proach was based on the parallel DIRECT method for global optimization (Stripinis et al.,
2019; Watson & Baker, 2001).

The Scientific Novelty of the Dissertation

1. Rational approximation methods were applied for non-stationary and non-
linear parabolic problems with FPEO when the Fourier method could not be
applied.

2. Parallel versions of FPEO-based equation solvers were developed and proven
to solve large-scale problems efficiently.

3. Convolutional neural networks were employed to solve the inverse biosensor
problem, and their effectiveness was shown.

4. The precision of neural networks was improved by applying the procedure of
permitted substrate concentration domain shrinkage.

5. The parallel DIRECT method for global optimisation was applied to the in-
verse biosensor problem.

The Practical Value of the Research Findings

The research results can be used to solve small- and large-scale applied parabolic, non-
linear, FPEO-based problems efficiently in science and engineering. The new FPEO-
based biosensor model can be used to develop precise physical devices. The test results of
methods for solving the inverse biosensor problem can be used to increase the precision
of biosensors for noisy signals.

Defended Statements

1. Solvers for non-linear equations with FPEOs, based on rational approxima-
tion, extension and splitting methods, were developed; the method analysis
showed that their precision meets the practical requirements for such prob-
lems.

2. The analysis of parallel versions of the solvers mentioned above has shown
that they efficiently use processors for large-scale problems.

3. Different biosensor concentration prediction methods were proposed depend-
ing on the noise type: for additive noise, feedforward networks with PCA are
more suitable for batch mode, whereas, for flow injection mode, convolu-
tional networks are recommended. For multiplicative noise, flow injection is
more precise than batch mode.

4. The permitted substrate concentration domain shrinkage procedure can re-
duce the neural network prediction errors.

5. The parallel DIRECT version has good scalability, and the method proves
that the flow injection mode is more precise than the batch mode.
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Approval of the Research Findings

The dissertation results were published in four scientific publications in referred journals
of the Clarivate Analytics Web of Science database. Three publications were issued in the
Q1 quartile (Ciegis & Dapsys, 2022; Dapiys & Ciegis, 2023; Ciegis et al., 2021) and one
in the Q2 quartile (Ciegis et al., 2022). One additional article (Dapys et al., 2023) has
been accepted for publication.
Results were also presented at three scientific conferences in Lithuania and abroad:
1. MMA 2022: Mathematical Modelling and Analysis 2022. 30 May — 2 June 2022,
Druskininkai, Lithuania;
2. NSFDE&A’22: Numerical Solution Of Fractional Differential Equations And
Applications 2022. 6-9 June, 2022, Sozopol, Bulgaria;
3. MMA 2023: Mathematical Modelling and Analysis 2023. 30 May — 2 June 2023,
Jurmala, Latvia.

Structure of the Dissertation

The dissertation consists of an introduction, three main chapters and general conclusions.
The first chapter describes the biosensor models used — the classical model and the model
with FPEO diffusion, defines fractional power elliptic operators and discusses the inverse
biosensor problem. The second chapter describes and analyses solvers for the models in
the first chapter, their parallel versions and experimental precision and stability results.
The third chapter discusses the application of artificial neural networks and the parallel
DIRECT global optimisation algorithm for solving the inverse biosensor problem and the
experimental results for the effect of noise and the permitted substrate concentration do-
main shrinkage procedure.

The total scope of the dissertation is 85 pages, with 219 equations, eight figures, and
40 tables in the text. The dissertation text uses 83 references.

1. Review of mathematical biosensor models and their
solution methods

First, the classical biosensor model (Baronas et al., 2021) is considered, i.e., a system of
reaction-diffusion equations. Enzymatic reactions occur in the enzyme layer, while in the
outer diffusion layer, only the diffusion process takes place:

0Sie _ D 0°Sie  (Vi/K)Sie S1.1)
gt e gxr 1435, /K, :
0P, 0°P;, (Vi/K)Sie —
= = Dp. = 4 = i=1m, x€(0,d),t>0 (SL2)
at Pie 9x2 1+ Z}”:IS]-,e /K]
aS;p 0%S;,
b_p S S1.3
at Sib g2 (51:3)
Py 0%P;, —
— = - [ = S1.4
= Pip gz LT LM XE (d,d+a), t >0, (S1.4)

where S; . and P; , are the substrate and the product concentrations in the enzyme layer,
respectively, D,  and Dp, , are the respective diffusion constants, S; p, P; p, Ds;, and Dp,
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are the concentration values and the diffusion constants in the outer diffusion layer, V; are
the maximal reaction rates, K; are the Michaelis-Menten constants, the enzyme layer thic-
kness is d, while the diffusion layer has a thickness a. Such a model is used by Baronas
et al. (2014) and Litvinas and Baronas (2015). The initial and boundary conditions are:

Sie(x,0) =0, Po(x,0) =0, x € [0,d], (S1.5)
Sip(2,0)=0, P,,(x,00=0, x €[d,d +a), i =T,m. (S1.6)
Sip(d+a,0) =S Pp(d+a0)=0i=1m (S1.7)

Si,e

a
P.(0,t) =0, Dg,, =0. (S1.8)

0x x=0

where S; o are the initial substrate concentrations. How to include these in the model de-
pends on the chosen analysis mode. Two modes are being tested: the batch mode, when
the initial substrate concentrations are constant for the duration of the experiment:

Si,b(d +a, t) = Si,O' (S1.9)

and the flow injection analysis (FIA) mode when the initial concentrations are constant
for a limited amount of time t¢, which is called the injection time:

S (d Si,O' t < tf
ip(d+at) = {0, (>t (S1.10)
There are no products outside the biosensor:

P;p(d+a,t) =0. (S1.11)

On the boundary between the diffusion and enzyme layers, the product and substrate
concentrations and fluxes are equal:

0S;. 2S;p

Sie ox v=d = Sib W ved ) Si,e (d' t) = Si,b (d: t)’ (8112)
aPie 6Pib _

Pie ox x=d Pip ox x=d 4 Pl,e(d' t) Pl,b (d' t)' L 1'm' ( )

The electrode measures the combined flux of all reaction products and depends on
the sample composition — this is the biosensor response, and it is given by:
m

oP;
1(t) = Z nFe p, —°

e 0x ly=
i=1 x=0

) (S1.14)

where n; is the number of electrons involved in charge transfer for each product,
F(¢Y = 96485.33 C/mol is the Faraday constant.

An alternative biosensor model with fractional power diffusion is also considered. To
this end, a definition of fractional power elliptic operators is needed. Notably, such oper-
ators can be used to model other non-local processes (Pozrikidis, 2018) and are widespread
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in other areas of science as well (Bueno-Orovio et al., 2014; Lee, 2018; Metzler & Klafter,
2004; Sabatelli et al., 2002).

FPEOs can be defined in many different ways. This dissertation employed the spec-
tral method (Bonito & Pasciak, 2015; Hofreither, 2020). Let A4, be a discrete, symmetric
and positive definite operator, defined on a Hilbert function space Hy,:

Ah: Hh d Hh, Ah = A;l' Ah = CIh, c> 0,

where I, is a discrete identity operator. The fractional power elliptic operator Aj; with
fractional power 0 < a < 1 is defined as:

]
AU =" s (U]

Jj=1

Here, (u,v) is the inner product for w,v € Hy, p; and 1,1)]’1 are the eigenvalues and
eigenfunctions of 4, obtained from the equation:

Al =yl j=1,.] (S1.15)
All eigenvalues are positive:
O<usp, <=y

this requirement ensures that the action of the FPEO produces real functions, as required
for biosensor applications. The eigenfunctions form an orthonormal basis, spanning the
space Hy, and any function U € Hj, can be written as:

]
U= (U
j=1

This dissertation studies the semi-discrete Cauchy problem:

au
%+A%U=F' 0<t<T, (S1.16)

It can be solved by the Fourier method U(t) = Z§=1 U; (t)l/)]'-‘, where:

t
Uj(t) = Ugje ™™ " + e"‘ftf e"i*F;(s) ds,
0

J J
F©O = ) BOW Uo= ) Uphl-
j=1 j=1

Although this method can be applied in practice, it has several drawbacks: it only
works if the equation domain is rectangular and the Fourier transform can be applied; also,
all the eigenvalues and eigenfunctions of the operator must be known.
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To obtain the biosensor model with fractional diffusion, only the space derivative in
(S1)—(S1.4) equations needs to be replaced by an FPEO:

0ie _ o (_02\' _ i/KDS, (SL18)

T Sie\ 9xz) "1+ ¥ S, /K’

9P; 02 @ V:/K;)S;

o = <_a_) ey LI
j=12je /1

35, ) 22 \"

ot~ Dsi (_W Sit o

Py 2\
5 = Dey|—55) P i=Llm xe (d,d+a), t>0  (S121)

The initial boundary conditions and parameters of the model are the same as before,
except for the inclusion of the fractional power parameter a. It is important since the ob-
tained biosensor response, and hence, the biosensor precision depends on it.

In practice, when chemical analysis is performed, the inverse biosensor problem
needs to be solved by determining the boundary substrate concentrations
Co = (§1,0, e §m,0) from their measured biosensor response I,,, (t). Note that for biosen-
sors with FPEOs, it is assumed that a is known. The standard approach is the least squares
method (Zilinskas & Baronas, 2011), when the following function is minimised:

n
Cy = arg minZ(I(ti, ) — (D)’ (S1.22)
(o -
i=1

where I(t;, C) is the simulated biosensor response, whose boundary concentrations are C.
This is done by optimisation methods, such as brute-force search, gradient descent, or
global optimisation (Jones et al., 1993; Stripinis et al., 2019).

This is a difficult problem due to its ill-posedness (Zilinskas & Baronas, 2011). If two
signals, I, I, are close to each other, i.e., satisfy ||I; — I;||,, < &, the distance between
their concentrations ||C(§1) — Céz) ||, may be large. This can occur if the biosensor signals
are under the effect of noise, which is present in real devices (Baronas et al., 2014). This
noise is modelled by the formulae:

I (0) = 1(t)(1 + 6,X), or I, (t) = I(t) + 0, X,

where the first equation is for multiplicative noise, the second is for additive noise, and X
is a normally distributed random variable: X ~ N(0,1); g, is the standard deviation, also
known as the noise level.

2. Numerical methods for solution of biosensor models and
their analysis
The fully discrete Cauchy problem is obtained by taking a discrete time mesh:

Q={tt"=t"'+1,,, n=1,..,N, t°=0,tN =T},
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and approximating the time derivative:
Un+1 _ Un

TTI.
U 0 = Uo, UO € Vht

+ AFU™O = F(t"%), n=0,..,N -1, (S2.1)

where U™ is the averaging operator:
Unt? = gU™t + (1 - 0)U™

If 0 = 1, then the implicit Euler scheme is obtained; if 0 = 0.5, then the Crank-
Nicolson method is obtained.

A more universal method — BURA (Best Uniform Rational Approximation) — is ob-
tained when the non-local operators Aj, are approximated by local ones using the method
of rational approximation. Rewrite the discrete scheme as:

(I + 01, ANHU™ = U™ + g1, F(t"19),
U™ = (I + a1, AD) (U™ + o1, F (t"*)).

Then, approximate the non-local operator (I + o1,A%)~! by the local operator
Ting (Ar)- To do that, the following function is approximated in the maximum norm:

f(2) =

1+ o01z%  'Ma (),

on the interval z € [py, u J]. One method used in this dissertation is the AAA algorithm
(Nakatsukasa et al., 2018), where the approximation is performed by taking a set
Z = {2y, ..., zy} of real numbers and writing 7, (z) in the barycentric form. The coeffi-
cients are obtained by the greedy search method. Another method to achieve this is the
BRASIL method (Hofreither, 2021). Once the approximation is done, the operator A} can
be written as:

Ma
A% = ¢yl + Z ¢ (A — &,-1)_1. (S2.2)
j=1
The error estimate comes from Harizanov et al. (2018):
Mma
AT el Z & (4n - 1) " || < 0 (e2mime). (S2.3)
j=1

Since conducted experiments show that Jj <0, j = 1,my, this form of the operator
has no poles for z > 0.
Precision tests have been performed for the AAA method on a one-dimensional test
problem, with a standard diffusion operator A,
Uiy — 20U + Uj4
h? ’

AU = — xj=jh, j=1,...J—1, x;=1, (S24)



SUMMARY IN ENGLISH 103

and a source function F (t),

p ("1 0% <05 ©
f(t)‘{1 05<x<1" (52.3)

The chosen parameter values were: mesh size /| = 256, simulation time T = 0.6
when the fractional power is ¢ = 0.5 and T = 0.8 when @ = 0.25. Although the test prob-
lem is one-dimensional, the precision results are representative of the performance for
two- or three-dimensional models since the precision depends on the spectrum of A; and
not on the space dimension. The solutions to the problem Uj" are compared with the solu-
tion U(x;, t™) obtained by the spectral method. The error was measured in the maximum
norm:

eC(N’j) - (xjrtr?jleawlhxwtllJ(xj, tn) B l]Jn|

The results of the AAA method are presented in Table 2.1. The function
(1 + 0.57z%)! was sampled at M = 25000 discrete points for z € [Apmin, Anmax]- Er-
rors in the table show that this method needs a small number of terms in the approximation
to achieve an acceptable error: m, = 6 when 7 = 0.01,0.005 and m, = 10 when
T = 0.0025. Also, m, does not depend on a.

The BRASIL algorithm was also tested for the problem given in Eq. (2.23) (for the
English version, see Ciegis et al. (2022)) when ¢ = 1. The chosen parameters were: the
space mesh , uses J,, = 200 ir and 400; the fractional power a = 0.75; the final time
T = 1. The error was measured in the maximum norm:

(bura)(T) _ (xly] Zk)en |Vuk u(xi:}’j; Zy, T)|

Results are given in Table 2.5. It shows that, as in the AAA case, a small m,, is needed
to achieve acceptable errors since the convergence rate for rational approximation is expo-
nential. In some cases, the error increases, e.g., when J,, = 400, t = 0.0125, and m, goes
from 5 to 7. This can be explained by the fact that the global error is a sum of three parts:
the time, space and rational approximation errors. Some of these can be negative and can
compensate for others. If the global error increases, this means that the negative error
components have decreased to a level where the compensation is negligible. Compared to
AAA, BRASIL has similar precision, but the latter is recommended as it is newer — it
should be faster and more robust.

An alternative method is the additive splitting scheme, where the operator Ay is de-
composed into a classical elliptic and an FPEO of a negative power:

Un+1 _ Un
— AP A Unte = F(E), (S2.6)
n

where f = 1 — a. Such operators are bounded and have a smaller approximation error.
The AAA method is employed:
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Mmq

-1

Ry, (B) = col +Z ¢ (An —djI) .
=

Then the equation is written as:

Ma
Un+1 _ Un
T— + Z B,;}AhUn"'U — F(tn“’).
n :
j=1

Since all the operators in this equation commute, it can be solved by the classical
splitting algorithm:

’U’n,j _ Un,j—l
- F(tn+a)’

+ B A (aU™ + (1 —a)U™1) =
T, h,j h(o- ( 0) ) ma+1

j=01,..,m,

More detailed implementations for all of these methods are presented by Ciegis et al.
(2021).

The splitting scheme has several modifications, one of which is when the equation is
split along other physical processes, such as in the following:

di 1 - 1
- F (tmi)’ O = U, th <<t (S2.7)
Un+1 — U (tn+%) ,
2 1 2 1
Un+§ _ Un+§ Un+§ + UTl+§
e — + Af — = 0, (S2.8)
n
0 1 1 2 1
C;—IZ =F (tn+7), U (t”*i) =U™3, t"z<t<
Untl = g, (S2.9)

This scheme has two advantages: (1) only one non-local problem needs to be solved,
and (2) the non-linear problems can be effectively solved by standard ordinary differential
equation solvers made for the specific types of non-linear sources.

If a non-linear equation needs to be solved:

du
E+A‘;{U=F(x,t,U), 0<t<T x€q, (52.10)

U(O) =Uy Uy€V,

the aforementioned methods can be applied here as well if linearisation is performed. One
way to do this is by the predictor-corrector method:
Un+a,k —_yn

+ ACUNtOk = F(x, tnto yntok-1) =1, K, (S2.11)
0T,
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where U™k = gU™*1k + (1 — g)U™. When this method is employed, the amount of
computations is increased by K times. If K = 2 and o = 0.5, the method has second-
order precision.

All of the FPEO equation solvers mentioned above have parallel versions. The
BURA method is the most suited for this since it expresses the solution as a sum whose
terms can be computed independently by solving classical elliptic problems. For the split-
ting method, each of its subproblems depends on previous iterations, so parallelisation is
more difficult. It can only be done for solving the obtained linear systems — the AGMG
multigrid solver is employed. Details for parallel algorithms are given in Ciegis et al.
(2022).

The scalability of the parallel symmetric splitting scheme was tested on the three-
dimensional Gray-Scott system (for a 2D example, see Zhang et al. (2020)):

du

dat
v
3 + K,(—A)% = (1 —wv?—(F + v,

(x,y,z) €Q=(0,1) x (0,1) x (0,1),

+ K,(—AN)*u = (1 — uw)v? — Fu, (S2.12)

and the parameters were the diffusion constants K, = 2 - 1075, K, = 1 - 107>, feed rate
F = 0.03, and the decay constant 1 = 0.061 for the reagent v. The Dirichlet-type condi-
tions on the boundary dQ were homogeneous, therefore the solution is defined as
u = 1 — ii. The initial conditions were:

u(x,y,2z,0) =0.5, v(x,y,20)=025 (x7y2z2) €Q,,
u(x,y,20) =0, v(xyz0) =0 (xy2)€Q\Q, (S2.13)

here, Q; = {(x,y,2): (x — 0.5)2 + (y — 0.5)? + (z — 0.5)2 < 0.042}. The execution

par) _ p(par) /T(par)
1 p

time Tzsp‘") (in seconds) with p cores, the speedup Sz(, compared to

the running time on one core and the efficiency E,S”‘”) = S;par) /p (the load on all cores)
were measured. The dependence of the solution contour on the fractional power a was
investigated. The mesh size was fixed at ], = J,, = J, = 256 for all tests due to the fact
that the system is sensitive to the mesh size. The FPEO was solved by using the Fourier
method.

The contours for solution v are shown in Fig. 2.1. As the a value is changed, the
contours change significantly, which means that the contours are sensitive to changes in
the fractional power. The scalability results for the symmetric splitting scheme are pre-
sented in Table 2.17. The data shows that the Fourier method has a higher efficiency (Ta-
ble 2.13). However, the splitting scheme can be used for cases where the Fourier method
is not applicable.

Next, an application of FPEO methods is discussed — biosensor models, where the
diffusion operator is defined as an FPEO. Define time ®; and space w; meshes (p. 51).
The approximate solutions Sy, P,k = 1, ..., m at a mesh point (x;,t™) for the (S1.18)—

(S1.21) problem are denoted by 5,? i ﬁ,g ;- Consider two model variants: the first one is
obtained when the diffusion constants are included in the diffusion operator:



106 SUMMARY IN ENGLISH

ApsS = _%<Ds,j+0.5¥_ Dsj-0.5 %)» j=1..]-2
and,
_%<DP3P2 ;Pl - Pel:ll)' i=1
Ahpl3 =9 —%(DP,HO.S ﬁjﬂh_ ’ _DP]—OSF) _hf)j_1>' J=2,..,] -2
—%(pr _12‘1 ~ 0y, 2 - ﬁ"z), j=J-1

Here, Dsj_o5 = Dse,Dpjo5s =Dpe, when j=1,..,J; and Dgj.o5 = Dgp,
Dpjro5 = Dpp, when j =J;,...,J] —1. To employ the spectral method to define the
FPEOs, these operators are defined for homogeneous boundary conditions (§] =0).
Therefore, non-homogeneous biosensor boundary conditions S;(d + a,t) = s5; must be
included in the source term — they are non-local functions since a non-local operator is
applied to them.

Biosensor equations are solved using the symmetric splitting algorithm, which is
based on the Crank-Nicolson and the predictor-corrector methods. The former is an un-
conditionally stable second-order solver, while the latter is used to linearise non-linear
equations. The substrate equations (2.64) are solved first. Next, the product equations
(2.65) are solved. The equations for the splitting scheme (2.66)—(2.71) are obtained by
splitting along the non-linear reaction and linear diffusion processes. The advantage of
this approach is that only one non-local equation for every product and substrate needs to
be solved.

The second model variant is obtained when the diffusion constants are not included
in the diffusion operator. Let the diffusion constants be equal both in the diffusion and the
reaction layers. Then, define the operators:

251_50 . 1 PZ_PI Pl
-7 , J=0, “\=—— %) J=1
h h h h h
_1<SJ+1 Si_Si— 1—1> 1(13]41—131_131_1)1—1)
~ h h h ’ < h h h ’
ApsS =4 . AppP =<
hs j=1,..,]-2, P j=2.,] -2,
_1 =51 Sj-1— 552 1(-P_y P4 }3]_2
h\ h h ’ R\ h h ’
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The fractional powers Ay s and Ajp of these operators are defined by (2.73), where
eigenvalues and eigenfunctions are obtained by solving equations (2.72). These fractional
power operators are defined for both variants of the model.

Biosensor models with fractional power diffusion are obtained by changing the di-
ffusion layer equations (2.68)—(2.69) to equations (2.74)—(2.75) for the first model and to
equations (2.76)—(2.77) for the second model. These diffusion equations can be efficiently
solved by the Fourier method since the system is defined on a 1D interval, and the eigen-
values and eigenfunctions are known. Both model variants have the same eigenfunctions,
®g; and Dp;:

(j — 0.5k 4 7 (j —0.5) ]
gy, = cOs (nf , AS]- = —sin? Ef , kj=1,..],
kj

®pyy = sin (n7) 1—4'2(”) kj=1 1
pk,j = Sin n] , pj = 75 Sin 27)" J=1,..,] .

Only the eigenvalues for the second variant are given — eigenvalues for the first va-
riant are similar and can be computed trivially.

The results for the dependence of the biosensor response (S1.14) on the fractional
power parameter for both model variants are given below. Three substrates m = 3 and
these parameter values (Baronas et al., 2021) were used:

Vinaxy = 5x 107070, K, =1x107%, [=1.23,
Dge = Dgj, = 4.5 x 107%,  Dp, = Dpj, = 4.5 X 1076,
s; = 3.88574, s, = 11.65712, s; = 5.25716,
d= 002 cm, a = 004 ¢cm, T = 400s.

The space mesh size is N = 999. The biosensor signals I(t,) are sampled every
second.

The results show that the biosensor response has a strong dependence on the frac-
tional power. The signals for the first model variant reach the stationary value faster, and
its magnitude gets lower as the fractional power decreases (Fig. 2.2). The signal is sensi-
tive to changes in &: as its value changes by 0.1, the initial rate of growth changes notice-
ably, the saturation current changes by about 500, and the saturation time — by about 150s.

The responses for the second variant display the opposite behaviour — the saturation
current gets larger and is reached later (Fig. S2.3). This time, the sensitivity to « is greater:
as its value changes by 0.01, the saturation current changes by about 2000, t = 500.

3. Numerical methods for the solution of the inverse
biosensor problem and their analysis

The main method for solving the inverse biosensor problem in this dissertation is artificial
neural networks (Trask, 2019; Zhang et al., 2021a) — a machine learning method that mod-
els the functions of the human brain. Two neural network architectures are used — feed-
forward and convolutional. Feedforward neural networks are the simplest, but they often
require dimensionality reduction of input data to help reduce overfitting and increase
training speed; in this case, principal component analysis (PCA) was used. Convolutional
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neural networks (CNN) learn a suitable non-linear lower dimensional representation of
data by themselves. Since the inputs are one-dimensional, these networks use 1D convo-
lution layers.

The architecture for the feedforward neural network was configured by choosing be-
tween one and two hidden layers and between five different amounts of neurons in each:
18, 28, 32, 36 and 46. The most precise configuration found was a single hidden layer of
32 neurons. Initially, four principal components (PCs) were used as input, and the amount
was gradually increased to 80. The activation functions were tanh for the hidden layer and
linear for the output layer. 1D convolutional neural networks were configured as four pairs
of convolution-pooling layers. Five CNN configurations were used in the dissertation. In
Table 3.2, numbers of kernels, kernel sizes, and pool sizes are given for the specified
convolution-pooling pairs of layers. After the fully connected layer, the dropout procedure
was employed — randomly set some of the outputs of the preceding layer to 0. The dropout
rate was 0.1. The activation function chosen for the convolution and fully connected layers
was ReLU. Both types of neural networks were trained using the Adam optimiser, had a
batch size of 64 and a learning rate of 1.25 - 10~* for feedforward and 5 - 10~* for con-
volutional networks. The number of training epochs varied for every noise level. The latter
network type was trained three times each, and the one with the lowest testing error was
picked.

Consider the distribution of errors for biosensor predictions on the concentration cube
for the training set (Fig. 3.2). Every point in this figure is coloured according to the largest
error for all three concentrations. If cube layers are removed from all sides, it can be seen
that the maximal errors are decreasing. The original training cube is on the left; in the
middle — three layers were removed, and on the right — six layers were removed. Also, the
worst errors are on the edge of the original cube. Therefore, the permitted substrate con-
centration domain shrinkage procedure was devised, which in this dissertation is called
cube shrinkage, when the testing dataset is generated inside a smaller domain whose edges
are some distance away from the original domain.

Next, neural network precision tests were performed for the inverse biosensor prob-
lem for two architectures: feedforward and convolutional. The responses were obtained
for two analysis modes — batch and flow injection analysis and two noise types — additive
and multiplicative.

The model used three substrate concentrations, and the value of each was between
3.2 and 12.8, as provided by Baronas et al. (2014) and Litvinas & Baronas (2015). Taking
a bounded cube C = [3.2,12.8]3 in concentration space, the training set was generated
inside as a 3D discrete mesh, a single edge D (3.30 )for it is comprised of N = 22 discrete
points between bounds. The total number of points — the size of the training set was
10 648. The testing set was generated as a cloud of randomly generated points inside C.
Each point in these sets is used to generate respective responses. The size of the testing
set was 3000. Another testing data set “rc” was generated in a reduced cube (Table 3.3).
A parallel algorithm based on the master-slave paradigm was used to speed up computa-
tions. For the (S1.1)—(S1.4) model, these parameter values were used: enzyme layer thick-
nessd = 0.02 and the maximal enzymatic rates V; = 5 - 10=°, i = 1,2,3. Other param-
eters are given in Table 3.1. Simulation time is T = 400 for batch mode and T = 1200
for flow injection analysis, the time step T = 0.25, and responses were sampled every
second. Injection time was ty = 3.
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The performance of the neural network was measured by the average and maximal
relative absolute percentage errors, E4q, (3.31) and Egg 4, (3.32). respectively. The rela-
tive prediction errors for the most relevant tests are given in Tables 3.4-3.9. Errors for the
testing set inside the original cube are denoted by E;; , and E; ,,,; errors inside the reduced
cube are E,. ,; and E,,. The number of principal components (PC in tables), the neural
network configuration (for convolutional networks) and the number of epochs are also
given. The overview of these test results is provided after the tables.

The results are summarized as follows:

When using the feedforward neural network and additive noise, the errors were
better for 80 principal components for noisy signals in the batch mode than for
four principal components. A possible reason for this might be that the neural
network changes the weighting of higher principal components during training
so that noise itself is employed to distinguish between different signals. For mul-
tiplicative noise, this result holds until the noise level 0.02 is reached when mean
errors get similar, and the maximal errors get larger. In the FIA mode, 4 PCs have
smaller errors for both noise types.

It was determined that the simple feedforward neural network architecture has
lower errors for batch mode than for flow injection analysis, while the convolu-
tional network is more precise for the latter mode rather than the batch mode
when the signals are affected by additive noise (Tables 3.4, 3.5 and 3.6).

The results for the convolutional neural network are similar to the feedforward
neural network for the batch mode. Although the former network gives smaller
errors, these may become similar by a better choice of hyperparameters. Both
architectures fail to give adequate errors in the worst case; therefore, the batch
mode is considered impractical. This suggests that such poor performance is due
to the ill-posedness of the inverse problem. For the FIA mode, the convolutional
architecture is slightly more precise (Tables 3.4, 3.5 and 3.6).

When compared to additive noise, multiplicative noise has a larger effect on er-
rors for the batch mode, but for the FIA mode, the errors for this noise are signif-
icantly smaller (Tables 3.7 and 3.9). The reason might be that signal noise can
improve accuracy because similar signals may become more distinguishable.
The permitted substrate concentration domain shrinkage procedure can reduce
maximal errors to acceptable levels but fails for large noises. However, average
errors start decreasing in that case. An example of this can be seen in Table S3.4:
maximal errors are reduced to manageable levels until the noise level of 0.03 is
reached; average errors remain similar until the noise level of 0.2 when the errors
begin to decrease. Cube shrinkage generally works similarly for other neural net-
work architectures and noise types.

Based on these results, both types of neural networks can be compared. FNN and
CNN have similar precision for the batch mode with both types of noise and the
FIA mode with additive noise. FNN is slightly more precise than CNN for small
levels of multiplicative noise, but for larger noise levels, it becomes better than
the FNN network.

Lastly, the parallel master-worker DIRECT global optimisation algorithm (Watson
& Baker, 2001) was tested. A description of a serial version of this algorithm and some
of its variants is given by Jones & Martins (2021). The goal of this experiment is to solve
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the inverse biosensor problem for a single noiseless response corresponding to a concen-
tration triple (4.5714,10.0571, 3.2) in batch and FIA modes to see which one gives a
higher precision. Acceptable results were obtained only by using a smaller search region:
R =[3.4,6] x [7,12.6] X [3.2, 6]. The precision results are in Table S3.1 — here, the larg-
est relative error among three concentrations was used. Scalability results are in
Table 3.11.

Table S3.1. Prediction errors for the DIRECT algorithm

Batch FIA
CNN DIRECT CNN DIRECT
Error 1.83 7.39 0.229 1.53

Below is the summary of the test results:

. The DIRECT algorithm performs better for the FIA mode than the batch mode.
Also, the errors for the CNN are smaller than for DIRECT. This can be explained
by the objective function having many local extrema, and the DIRECT method
spends time checking regions containing them. Thus, it fails to find the global
minimum within the same time when the CNN training completes, allowing the
latter to achieve a smaller error.

A solution was found faster for the FIA than for the batch mode: 50 iterations for
the former and 100 for the latter; doubling to 200 had no benefit.

. Efficiency decreases as p increases because, in every iteration, the master process
distributes a certain amount of tasks for the workers. Since there is a small fixed
amount of iterations, the amount of tasks is also small and fixed, and the worker
processes cannot be fully loaded as their number increases. Efficiency could be
improved by dynamically scaling the number of worker processes according to
the number of tasks.

General Conclusions

The general conclusions of the dissertation are as follows.

1. The analysis of FPEO equation solvers proves that the solvers have sufficient
precision for practical purposes. These solvers were used to create and solve a biosensor
model with FPEO-based diffusion. The obtained signals are sensitive to the fractional
power parameter.

2. Parallel versions of these methods scale well for large problems with FPEOs.
Scalability tests for the Gray-Scott equation show that the efficiency exceeds 80% using
up to 16 processors.

3. Experiments were performed on solving the inverse biosensor problem, which
is ill-posed and sensitive to noise. Neural networks successfully solved the problem. The
results of experiments lead to recommendations for improving biosensor precision.

4. Applied neural networks can benefit from permitted substrate concentration do-
main shrinkage for error improvement in all cases tested. It can improve maximal biosen-
sor errors for a low noise level, while average errors are reduced for a high noise level.

It is also recommended to use the parallel DIRECT global optimisation method,
which is more precise for the flow injection mode than for the batch mode. Its efficiency
is 80% when using up to ten CPUs, but the algorithm properties make maximum efficiency
harder to achieve.
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